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arlo proporciona soluciones
riedad de problemas matemati

jecucion por computadora de experi

sobre un tablero dividido por lineas paralelas, con
la intencion de hacer inferencias acerca del
famoso numero Pi de la circunferencia (3.1416...)
a partr de las observaciones de las frecuencias
de traslape de la aguja con las lineas. Asmismo,
se conoce un relato de cierto capitan Fox en los
Estados Unidos, quien mientras convalecia de las
hendas infligidas en la Guerra de Secesion de ese
pais realizd una determinacion experimental del
valor de Pi, enfrascandose en este juego como
una manera de distraerse. Mas adelante
describiremos este tipo de experimentos, los
cuales corresponden al llamado "problema de la
aguja de Button”. En 1899, Lord Rayleigh mostrd

que una caminata aleatoria unidimensional sin

barreras absorbentes podia proporcionar una

mentos de muestreo estadistico. El método es aplicable tanto a
problemas sin contenido probabilista, es decir, deterministas, como
a aquellos que tienen inherente una estructura probabilista. Aqui se
presentara una breve excursion histonca sobre cientificos y estu
diosos que de alguna manera han participado en el desarrollo de
estas técnicas. A continuacion se daran algunos gemplos de apli
cacion a situaciones de la vida cotidiana, como son los fondos para
la jubilacion y los modelos para describir procesos de cancer y
otros, todo ello con la finalidad de ilustrar los campos tan variados

en los que el metodo de Monte Carlo puede contribuir,

Breve historia del
método de Monte Carlo

El método se llama asi por alusion a la ciudad y principado de
Monaco y toda vez que una ruleta, simbolo de ese lugar, constituye fi ’ Asse e [
in generador simple de numeros aleatorios. La acunacion de este

mbre y el desarrolio sistematico de los métodos de Monte Carlo
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solucion aproximada a una ecuacion diferencial
parabolica. Kolmogorov, en 1931, mostro la
relacion entre los procesos eslocasticos de
Markov y ciertas ecuaciones integro-diferenciales.

A principios del siglo XX, las escuelas
estadisticas britanicas se consagraron a estudiar
clertos aspectos no muy desarrollados de los tra-
bajos de Monte Carlo, primordialmente con fines
didaclicos y pocas veces de investigacion. Al
respecto, en cuanto a la investigacion, se
destaca aqui el ahora lfamosisimo nombre de
“Student” (seudonimo con el que escribio William
S, Gossel). Es Gosset quien, trabajando como
asesor estadistico para el control de calidad de
procesos en la Cerveceria Guiness, utilizo un
muestreo expenmental que lo llevo a descubrr la
distribucion del coeficiente de correlacion y
aumentar su fe en la tan ahora utiizada distribu
cion 1, la cual habia denivado sirviendose de
analisis teoncos dudosos e incompletos

El uso real de los métodos de Monte

Carlo como una herramienta para la investigacion

itomica durante la Se

parte del trabaj I

Guerra Mundial. Cuanco Sta estuvo en Los Alamaos,
desarrollo el método de Monte Carlo, el cual permitia la busqueda
de soluciones para problemas matemalicos mediante un proce-

listico con numeros aleatonos

tac

dirmento de muestrec

Este trabajo involucraba una simulacion directa de los
problemas probabilistas relativos a la difusion de neutrones en un
matenal fisionable; pero aun en una fase temprana de estas inves-
tigaciones, von Neurnmann y Ulam refinaron los métodos de “ruleta
rusa” y de "desmembramiento”

No obstante, el desarrollo sistematico de tales ideas tuvo
que esperar el trabajo de Harris y Herman Kahn, realizado en
1948, Alrededor de ese ano, E. Fermi, N. Metropolis y S. Ulam
obtuvieron estimaciones mediante el método Monte Carlo de los
valores caracteristicos de la ecuacion de Schrodinger.

Fue durante la guerra que cnstalizo tal metodologia basica-
mente debido a dos hechos. Por un lado, reunieron sus esfuerzos
personajes como von Neumann, Fermi, Ulam y Metropolis en el
proyecto “Manhattan” para caracterizar, utilizando muestreo
estadistico, el transporte de radiacion en la materia, especifica
mente la difusion y multiplicacion de neutrones cuando viajan a
través de un material fisionable, problema de gran interés para el
diseno y fabricacion de armas nucleares. Por otro lado, se contaba
ya con un desarrollo incipiente de las computadoras digitales
modermas, lo que permitio darle al muestreo estadistico un carac-
ter practico.

Cerca de 1970, la teoria en desarrollo de la complejidad
computacional comenzo a proporcionar un fundamento mas pre-
ciS0 y persuasivo a la utilizacion del método de Monte Carlo. La
teoria identificé una clase de problemas para los cuales el tiempo
para evaluar la solucion exacta a un problema dentro de la clase
crece cuando menos de manera exponencial con M, donde M es
el numero de componentes, La pregunta a ser resuelta era si el
metodo de Monte Carlo podria estimar la solucion a un problema
en esla clase intratable dentro de unos limites especificados de
precision estadistica en lempo acotado por arriba por un poli-
nomio en M. Hay numerosos ejemplos que apoyan esto. Karp, en
1985, mostro esta propiedad para estimar la fiabilidad de una red
plana multiterminal con anstas que fallan de manera aleatona. A su
vez. Dyer establecio esto mismo en 1989 para estimar el volurnen
de un cuerpo convexo en un espacio euclidiano de dimension M
Por su parte, Broder. en 1986, y Jerrum y Sinclair en 1988 afir
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Algunas aplicaciones de Monte Carlo

Pues bien, en la actualidad el desarrolio de las tecnicas computa
cionales ha permitido, entre otras cosas, contar con herramientas
cuyas aplicaciones se encuentran en areas del conocimiento tales
como la economia, la medicina, la biologia, la fisica, la investigacion
operacional, las matematicas en general y varias mas. Una de tales

herramientas la proporciona el metodo de Monte Carlo.
Aplicaciones en la medicina

En la medicina, por ejemplo, se pueden realizar simulaciones para
entender como trabajan las drogas en los sistemas inmunologi-
0s y metabolicos en el complejo sistema que es el cuerpo
humano. En la segunda mitad de la década de los noventa algu
nas investigaciones realzadas sobre la enfermedad penodontal
utilizando tecnicas de simulacion permitieron a un grupo de la
orporacion Entelos la aplicacion de tales principios a otras enler
medades que abarcaban desde la diabetes hasta el asma. Se

modelaron asimismo estados metabolicos e inmunologicos en el

cuerpo, tan solo para citar un gjemplo, la concentracion de

insulina en el tejido muscular representa una de

las setecientas de tales variables consideradas

w

en el modelo de la diabetes. Para verificar la
validez del modelo, se realizaron mas de tre
scientas pruebas, las cuales se compararon con
los datos clinicos reales.

Para ello, un “paciente” virtual se toma
una pildora, “tragandose” una descripcion tecnica
detallada de una droga bajo investigacion, la cual
antonces se "metaboliza” dentro de los "organos”
digitales que estan sirviendo como modelos que
varian desde el pancreas, el higado hasta el

cerebro

Monte Carlo en el tratamiento del cancer

Por otra parte, en la terapia médica para eliminar
un tumor canceroso se busca minimizar el dano
que la radiacion utiizada pudiera producir al tejido
sano circundante. De nueva cuenta, ,no cree el
lector que es bueno contar con una herramienta
que parmite simular la terapia con un pacienta vir
tual antes de hacearla con el real para detenminar
la dosis apropiada y evitarle una sobreexposicion
y danos a la parte sana?

Las aplicaciones medicas ocupan un
buen lugar entre las aplicaciones de las reac
ciones nucleares. Por ejemplo, la terapia basada
en la captura de neutrones por el boro se utiliza

para eliminar lumores cancerosos, Consiste en

inyectar al paciente con un 1sotopo, al boro-10, v
después irradiarlo con neutrones. Debido a que el
boro-10 se acumula preferentemente en las celu
las cancerosas y que ademas liene excelentes
propiedades para capturar neutrones, la lerapia
mata selectivamente a las celulas del tumaor
canceraso

En esle caso, el método de Monte Carlo
e emplea para determinar mediante una simu
lacion la dosis adecuada de neutrones junto con

el espectro de energia que se debe administrar

para que se elirmine al tumaor y no al paciente



Aplicaciones en la economia

La alta gerencia de una empresa debe decidir si
un proyecto de inversion se debe instrumentar o
no sobre la base del valor de la tasa de interés
que determina una ganancia para la empresa.
Esa tasa de interés depende en términos
generales de diversas variables que se compor-
tan aleatoriamente; por ejemplo, los gastos en un
afno (incluyendo costos de pérdida), la tasa efec-
tiva del impuesto, el ingreso bruto en un ano y
demas.

El método de Monte Carlo se puede uti-
lizar aqui para simular los valores de cada uno de
estos parametros y determinar una distribucion
de probabllidad para la tasa de ganancia. A partir de
esta informacioén, es posible tomar decisiones
respecto de la puesta en operacion del proyecto.

Monte Carlo en la planificacion de inversiones

Si le preguntaran a usted si estaria dispuesto a
invertir una buena suma de dinero en un proyecto
de inversién a largo plazo, Jle gustaria contar con
una herramienta que le ayudara a tomar la
decision de invertir o no con base en un criterio
de ganancia y sin necesidad de arriesgar nada
iniciaimente?

Es asi que, tal como hemos visto, una
técnica utilizada desde hace mas de medio siglo
para modelar las explosiones de las bombas
atomicas —para citar solamente una de las situa-
ciones mas notorias— se ha convertido ahora en
una herramienta para planear la jubilacion.

Al respecto, tal y como aprende toda per-
sona que se jubila, el fijar una tasa sostenible de
gastos sufragados por el fondo es crucial para
una seguridad financiera. El simple hecho de
basar lo que se va a gastar en las estimaciones
de un rendimiento promedio durante dos o tres
decadas como jubilado, produce una tasa poco
confiable de como hacer los retiros del fondo. Si

las estimaciones de un candidato a la jubilacion fallan tan sélo por
una cantidad pequena, podria quedarse sin dinero después. Lo
que es aun peor, si el candidato se retira casi al momento en que
la bolsa de valores entra en un periodo prolongado de picada,
probablemente las ganancias de sus inversiones seran significati-
vamente menores que lo que anticipaba, exponiéndose al riesgo
de agotar sus ahorros.

Puesto que el riesgo de quedarse sin dinero demasiado
pronto es inaceptable, muchos jubilados estan siendo guiados por
algo que podriamos reconocer como simulaciones de Monte
Carlo. El objetivo es obtener la imagen lo mas clara posible de
cuénto es lo que pueden gastar en una forma segura.

Al igual que los cientificos de Los Alamos, los estudiosos
del problema de los jubilados programan las computadoras para
crear combinaciones aleatorias de variables conocidas con la
intencion de encontrar los patrones que les permitan obtener las
probabilidades de distintos resultados. Y precisamente de esta
manera se trata de vislumbrar el futuro incierto y hacer planes para
una jubilacién que podria durar treinta anos 0 mas. Las simula-
ciones por Monte Carlo toman en consideracion lo volatiles e
impredecibles que son los mercados de las acciones y bonos.
Algunas informaciones basicas, como serian la edad del candidato
y el valor actual y composicion de sus inversiones, se ingresan al
programa junto con ciertos supuestos acerca del porvenir incierto,
donde se incluyen datos tales como las tasas cambiantes de
inflacion, la esperanza de vida y los rendimientos de las inver-
siones. Se ejecuta entonces el programa para cientos o miles de
combinaciones aleatorias, produciendo la respuesta mas probable
a la pregunta de cuanto se puede gastar en una forma segura.

Digamos que usted y su esposa se jubilan a la edad de 65
afos con un portafolios de un millén de pesos invertido asi: 60%
en acciones de la bolsa, 30% en bonos y 10% en un fondo de
dinero del mercado. Supongamos tambien, de manera conser-
vadora, un rendimiento promedio anual del 6%. Si usted retira
5,000 pesos cada mes (es decir, 60,000 cada ano) para sufragar
sus gastos normales, podria presuponer que nunca se quedara sin
dinero, sin importar cuanto tiempo viva. Eso es posible, pero el
método de Monte Carlo establece que si usted quiere tener un
nivel de confianza del 99% de que nunca agotara sus ahorros
durante treinta anos sus retiros mensuales deberan ser inicial-
mente de no mas de 2,700 pesos. Después del primer ano sé
podria incrementar el monto anual de retiro en un 3% anuaimente.



asi que despues de treinta anos estaria retirando
6,554 mensualmente,

Si los 2,700 mensuales no fueran sufi-
cientes durante el pnmer ano, entonces usted tal
vez estuviera dispuesto a asumir un mayaor riesgo.

Si pudiera tolerar un nivel de confianza del 80%,

sus retiros mensuales durante el primer ano
podnan ser de hasta 3,600 pesos.

;Podria el irse a los extremos de inver-
sion —digamos, poniendo todos sus ahorros

casi enteramente en acciones 0o en bonos-

proporcionarle mas ingresos mensuales? La
respuesta es un rotundo no, Por ejemplo, si
& usted colocara la totalidad del dinero en
acciones de la bolsa y aceptara una tasa de

a garantia del 80%, todavia tendria que empezar
B con retiros de 3,600 pesos al mes, cuando
mucho, de lo que tuviera en sus Inversiones
Poniendo el 95% de todos sus ahorros en
bonos de corto vy largo plazo, sus retiros men

suales durante el primer ano no podrian ser

mayores a 3,000 pesos

El problema de
- la aguja de Buffén

Quiza el uso documentado méas antiguo de lo que
en la actualidad se considera una aplicacion del
metodo de Monte Carlo se encuentra en la obra
de George Louis Leclerc, conde de Buffén, en
1777. El se planted el siguiente problema: “Una
aguja de longitud L se lanza al azar sobre un
plano horizontal rayado con lineas rectas paralelas
separadas una distancia d (mayor que L). ;Cual
es la probabilidad P de que la agua intersecte a
una de estas lineas?"

Para responder a la pregunta, Bufton rea
hzo el experimento lanzando la agua muchas

veces. Veamos como se puede hacer el expern

mento realizando juegos de azar



Cuando se lanza la aguja y cae sobre

superficie rayada, puede adoplar una pos

como la que se indica en la Figura 1. Dicha po

cion queda determinada, por eempl

MA de su punt

dos cantidades: la distancia
medio M a la linea vertical L y su inclinacior
respecto a ella determinada con el angulo a

Decir que el lanzamiento de la aguja tue al
azar significa que la posicion del punto medio My
la magnitud de su angulo de inclinacion estar
determinados al azar, es decir, que no se puader
determinar de antemano auncue las condicione:
en cada lanzamiento sean iguales.

Es claro que el lanzamiento lisico de Ia
aguja es un proceso tedioso y tal vez la mayona
de las personas lo abandonen despues de
hacerlo unas sesenta veces. Actuaimente, este
proceso puede comodamente simularse en una
computadora y “lanzar” an forma virtual una “aguja”
Pero antes de tratar con mayor delalle esa
modalidad, imagine que ol mismo expenmento
hacemos girando dos ruletas; al resultado de
girar una de ellas lo relacionamos con la posicion
de M (la distancia MA) y el resultado de la
sequnda nos permite oblenar un angulo ([angulo
a), “Jugar a la ruleta” hace posible encontrar la
posicion de la aguja determinando dos pro
piedades que caractenzan el comportamiento del
sistema: aguya y rayado. Despues de dos jueqos
de ruleta, ya podemos decidir si la aguja inter
secla 0 no a una de las ineas verticales despues
dal lanzamiento. ¢ Cuantas veces debemos repe
tir el lanzamiento simulado mediante las ruletas?
Bueno, para obtener odos los valores posibles
de M vy a sena necesano hacerlo un numero
infinito de ocasiones, 1o que es imposible; por allo
debemos contormarnos con un numero iinito
aun cuando sea tal vez muy grande: mil 0 Quiza
diez millones. Lo anterior significa que se debe
hacer una seleccion © muestreo; es decir, de una
poblacion muy grande (infinital hay que selec

cionar un numero finto de elementos v tratar de
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| comportamiento promedio 0 probable de

siIstema es en esencia, como ya hemos visto,

el metodo de Monte Carlo

Monte Carlo y las
encuestas de opinion

El metodo de Monte Carlo tiene semejanzas con
una encuesta de opinion an la que se quiere
predecir @l resultado de una eleccion pregun
tando la opimon a una porcion de la poblacion
de votantes (muestra);, en el caso de la aguja de
Button, se “pregunta” por la posicion doe la agua

en cada uno de un numero linno de lanzamien

tos (muestra) del numero inhnito posible

poblacion). Estimar la probalbwidad do quo la

agua e a una linea contando ol namero de
oventos tavorables an dicha muoostea o mlorr Que
ese es al comportamiento de loda la poblacion
conduce a error. Lo mismo sucede en la pradic
cion de un candidato ganador. Reducir tal error
es primordial en la metodologia. SI aumentamaos
el numero de votantes encuestados o el numero
de lanzamienlos de la aguja se espararia mejorar
el resultado, pero reducir el error de esa manera
resulta caro en terminos del tiempo dedicado a

la encuesta

Existen alternativas mas baratas

conocidas como lecnicas para la reduccion de la
varancia sin aumentar @l numero dae voltantes
el miIsmo errar a

encuestados, o bien oblener

partir de encuestar un numero menor de allos.

Un gjemplo es la 1écnica que 5e conoce como

control de la poblacion”, 1a coual hene como lina

hddad muestre:

Ir COn mayor IreCusncia porcionas
cje la poblacion que son mias importantes 0 bnen
1cerio con menor frecusncia a las menos



importantes (ruleta rusa). En una encuesta de
votantes, suponga que en la poblacion hay 40%
de ellos que simpatiza con el partido A, otro
40% que se siente atraido por el B y que un
20% favorece al partido C, que podria supo-
nerse como de votantes “independientes”.
Suponga asimismo que la mayoria de los afilia-
dos a los partidos A y B son consistentes con
sus respectivas posturas y que en general estas
pudieran ser antagénicas, no asi en el caso de
los independientes, los cuales pueden inclinarse
hacia un lado o hacia otro.

La estimacion del resultado global de la
volacion quedara condicionada por un calculo
mas confiable del voto independiente, por lo
que conviene tener mas informacion sobre los
miembros de ese sector. Por consiguiente, a
manera de ilustracion, una buena estrategia
consiste en seleccionar una muestra con un
20% de A, un 20% de B y un 60% de inde-
pendientes. Por supuesto, no entraremos aqui
en los detalles técnicos para obtener tal
muestra.

Nota sobre modelacién
y simulacién

“Simulacion” es, en general, hacer de cuenta
que uno esta tratando con el fenomeno real
cuando lo que se esta haciendo es una
imitacion. En la investigacion de operaciones,
las “imitaciones” se obtienen a traves de un
modelo realizado por computadora de la reali-
dad a simular. Por ejemplo, un simulador de
vuelo en una PC es también un modelo realizado
por computadora de algunos aspectos del
vuelo: muestra en la pantalla los controles y lo
que el "piloto” (la persona que lo opera) se
supone que va a ver desde la "cabina” (su silla
ante la computadora),

¢Por qué usar modelos?

El *volar” en un simulador es mucho mas seguro y barato que
volar en un avion real. Precisamente por esta razon se utilizan
los modelos en la industria, en el comercio y en el ambiente
militar; en este dltimo caso, hacer experimentos reales puede
resultar muy costoso, muy peligroso y a menudo imposible.
Con tal de que los modelos sean descripciones adecuadas de
la realidad (que sean validas), la experimentacién con ellos
puede tener como resultado un ahorro de dinero, de tiempo y
aun de sufrimientos.

¢Cuando usar simulaciones?

Los sistemas gue cambian en el tiempo —como una gasolinera
a donde llegan y se van vehiculos (sistemas que se denominan
“dinamicos”)— involucran al azar, o sea, aleatoriedad. Nadie
puede conjeturar a qué hora exacta llegara el proximo coche a
la gasolinera. Tales sistemas son buenos candidatos para la
simulacion. La modelacion de sistemas dinamicos complejos
que requieren de muchas simplificaciones, tedricamente puede
dar lugar a modelos que por lo anterior pueden no ser validos.
Las simulaciones no necesitan de muchas suposiciones simpli-
ficadoras, lo que las hace una herramienta util incluso sin que
haya aleatoriedad.

¢ Como simular?

Suponga el lector que estamos interesados en el funcionamiento
de una gasolinera. Podemos describir el comportamiento de este
sistema de manera grafica anotando el numero de vehiculos en un
momento dado cualquiera: el estado del sistema. Cada vez que
llega un vehiculo, la grafica debe registrar un incremento en una
unidad, en tanto que cada vehiculo que se va de la gasolinera oca-
siona un decremento de una unidad. Esta gréafica, denominada
“trayectonia muestral”, podria obtenerse a partir de la observacion
directa de una gasolinera real, pero también podria construirse de
manera artificial.

En tal construccion artificial y en el andlisis de la trayectona
muestral resultante (0 de mas trayectonas muestrales en casos
mas complejos) consiste la simulacion.
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