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ResumenEn este trabajo se hae un estudio de los resultados te�orios que se hanobtenido hasta el momento relaionados prinipalmente on la onvergen-ia de los Algoritmos Evolutivos, en partiular, de los Algoritmos Gen�etios(AGs).Los modelos estudiados son prinipalmente aquellos basados en adenasde Markov.Se presenta la demostrai�on de la onvergenia del Algoritmo Gen�etioElitista (AGE), realizada por Rudolph en 1994. En diho trabajo, se de-muestra que la matriz de transii�on de la adena de Markov orrespondienteal Algoritmo Gen�etio Simple (AGS) es primitiva, ondii�on su�iente paraonluir que tal algoritmo no es apaz de onverger al �optimo de la funi�onobjetivo. Sin embargo, al onstruir la matriz de transii�on orrespondiente alAGE se muestra que �esta es reduible, por lo que este algoritmo s�� es apazde onverger al �optimo de la funi�on.Posteriormente, se extiende el modelo orrespondiente on el �n de es-timar el tiempo esperado de onvergenia de diho algoritmo. Se detallan yejempli�an las arater��stias generales de la matriz de transii�on del AGEmenionadas por Rudolph en 1994. El modelo desarrollado es usado parapredeir el tiempo esperado de onvergenia de un AG on par�ametros m��ni-mos. Los resultados obtenidos son omparados on los que presentan losexperimentos orrespondientes.Por otra parte, se estudia la onvergenia de los algoritmos evolutivosmultiobjetivo. Se presentan y disuten los algoritmos de este tipo uya on-vergenia ha sido demostrada. Despu�es de presentar tales demostraiones, sedisute la analog��a entre tales algoritmos y los usados en la pr�atia, pro-poniendo omo resultado nuevos esquemas de algoritmos que se apegan unpoo m�as a aquellos que se usan atualmente, pero uya onvergenia noest�a asegurada. 3
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Introdui�onExisten problemas de optimizai�on uyos espaios de b�usqueda son tangrandes que los algoritmos l�asios m�as e�ientes disponibles para resolver-los requieren un tiempo exponenial. Es preisamente en estos asos en losque las heur��stias tienen espeial relevania. La t�enias evolutivas, omoheur��stias en s��, han demostrado su apaidad para enontrar soluionesasi �optimas en diho tipo de problemas. Sin embargo, por su misma natu-raleza, su omportamiento no es del todo onoido, es deir, no se onoena ienia ierta las ondiiones bajo las uales tendr�an �exito o fraaso. Estees el aso, en partiular, de los Algoritmos Gen�etios (AG) sobre los ualestrata fundamentalmente el presente trabajo de tesis.El AG es un t�enia heur��stia basada en la evolui�on natural, uya apli-ai�on en el ampo de la optimizai�on surge de la presenia de la selei�onnatural en diha teor��a, que impone la supervivenia del m�as apto. En susiniios, el AG (llamado ahora \l�asio") fue apliado a problemas de opti-mizai�on de funiones on un solo objetivo. En 1994, fue publiada la de-mostrai�on de la onvergenia de diho algoritmo al �optimo global de lafuni�on en uesti�on, bajo iertas ondiiones. De esta manera, a pesar de queexisten m�ultiples variantes del AG l�asio, on diho trabajo se pudo teneruna garant��a del �exito de esta t�enia en su versi�on m�as simple.Sin embargo, dado que es om�un enfrentarnos en la vida otidiana a prob-lemas en los que nos interesa optimizar m�as de un objetivo (p. ej. repartirel mayor n�umero de objetos on el menor osto posible), omo era de esper-arse, se trabaj�o en numerosas extensiones del AG l�asio para dar lugar a loque ahora se onoe omo AG Multiobjetivo. Atualmente existen tambi�enm�ultiples variantes de este nuevo algoritmo, y se han heho algunos esfuerzospor modelarlo te�oriamente, aunque �estos han sido de alane muy limitadohasta ahora.En el presente trabajo, se lleva a abo un estudio de algunos aspetos9



te�orios relaionados on la onvergenia de los algoritmos evolutivos paraoptimizai�on, en partiular, de los AGs.En el ap��tulo 1 se presenta una introdui�on a la Computai�on Evolutivaa trav�es de sus or��genes y se proporionan algunos oneptos b�asios. Dadoque los modelos te�orios que se abordan en este trabajo est�an prinipalmentebasados en Cadenas de Markov, en el ap��tulo 2 se ver�an los elementos deprobabilidad neesarios para introduir tal herramienta te�oria.En el ap��tulo 3 se estudia el AG l�asio o simple; se introdue el modelote�orio orrespondiente y se demuestra su onvergenia. Una vez demostra-da la onvergenia del AG l�asio, en el ap��tulo 4 se extiende el modelote�orio del ap��tulo 3 para estudiar la posibilidad de estimar el tiempo deonvergenia neesario de diho algoritmo.En el ap��tulo 5 se presentan los oneptos b�asios de la optimizai�onmultiobjetivo as�� omo los prinipales algoritmos evolutivos multiobjetivodesarrollados hasta el momento. Finalmente, en el ap��tulo 6 se estudian losmodelos te�orios orrespondientes on los que se uenta hasta ahora.
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Cap��tulo 1Computai�on Evolutiva
1.1. Anteedentes Hist�oriosLa Teor��a del Creaionismo die que Dios re�o el ielo y la tierra y todaslas espeies que en ella habitan, ada una por separado. El desontento dealgunos ient���os on esta teor��a dio lugar al desarrollo de los prinipios quefungen omo los or��genes de la Computai�on Evolutiva.A mediados del siglo XIX el zo�ologo fran�es Lamark re�o su propia teor��ade la evolui�on en la que argumentaba que las arater��stias adquiridas porun organismo omo resultado de un proeso de adaptai�on a lo largo de suvida son heredadas a las siguientes generaiones [34℄. El ient���o alem�anAugust Weismann demostr�o que la teor��a de Lamark estaba equivoada:ort�o la ola de un grupo de ratas por varias generaiones y observ�o que lalongitud de la ola de las nuevas generaiones no se ve��a afetada. Weismannformul�o una teor��a denominada del germoplasma, seg�un la ual el uerpo sedivide en �elulas \germinales" que pueden transmitir informai�on hereditariay en �elulas \som�atias", que no pueden haerlo. Para Weismann, la selei�onnatural era lo �unio apaz de alterar la omposii�on gen�etia de un organismo[54℄.En 1859, Charles Darwin publi�o un libro titulado: \El origen de lasespeies" [11℄ en el que argument�o que la similitud entre padres e hijos sedebe a la herenia de iertas arater��stias y que los ambios que se observande una generai�on a otra tienen omo �n haer a los nuevos organismos m�asaptos para sobrevivir.En la �epoa de Darwin, estaba de moda una teor��a llamada de la reom-11



Figura 1.1: August Weismann.

Figura 1.2: Charles Robert Darwin.
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Figura 1.3: Johann Gregor Mendel.binai�on seg�un la ual los padres heredaban a los hijos iertas arater��stiasque se mezlaban o reombinaban de alguna manera en ellos, pero no expli-aba la aparii�on en nuevos individuos de arater��stias que no hab��an sidoobservadas en sus anestros. Esta teor��a qued�o desehada uando el mon-je austriao Gregor Mendel desubri�o, omo resultado de experimentos onh��haros, tres leyes b�asias que gobiernan la herenia: la Ley de Segregai�on,la Ley de Independenia y la Ley de la Uniformidad. Esta �ultima estableeque las arater��stias heredadas de padres a hijos depende de si los genes delos padres son dominantes o reesivos [37℄.Posterior al trabajo de Mendel, el bot�anio dan�es Hugo De Vries re-desubri�o sus leyes de la herenia pero adem�as, motivado al desubrir unaor roja entre una gran antidad de ores amarillas, desaroll�o la teor��a de lasmutaiones espont�aneas que si bien no era del todo orreta ha servido paraomplementar la teor��a evolutiva de Darwin. Seg�un De Vries, los ambios enlas espeies no eran graduales sino m�as bien abruptos y, de heho, aleatorios[53℄.Hoy en d��a, se onoe omo Neo-Darwinismo al paradigma resultado deunir las ideas de Darwin, Weismann y Mendel. La teor��a Neo-Darwinianaestablee que la vida en el planeta puede ser expliada mediante los siguientesuatro proesos:Reprodui�onMutai�onCompetenia 13



Selei�onEs preisamente en esta teor��a en la que est�an inspiradas las t�enias queengloba la Computai�on Evolutiva.1.2. Algoritmos EvolutivosAunque existen diversas variantes de t�enias onsideradas evolutivas, aontinuai�on se presenta la de�nii�on formal de un Algoritmo Evolutivo [3℄:De�nii�on 1.2.1 Un Algoritmo Evolutivo (AE) est�a de�nido omo una 8-tupla: AE = (I; �; �; �;
;	; s; i)donde:1. I es el espaio de individuos.2. � : I ! IR denota una funi�on de aptitud que asigna valores realesa los individuos.3. � y � son enteros positivos; � 6= � est�a permitido.4. 
 es un onjunto de funiones aleatorias ! : I� ! I�, llamadas \op-eradores gene�etios", que obtienen � individuos a partir de �. Cadaelemento ! 2 
 est�a ontrolado por alg�un par�ametro � 2 IR.5. s : I� ! I� denota el operador de selei�on que obtiene � individuosa partir de �.6. La funi�on de transii�on 	 : I� ! I� desribe el proeso de trans-formai�on ompleto de una poblai�on P mediante la apliai�on de losoperadores gen�etios y la selei�on, por ejemplo, para n �jo:	(P ) = s(!1(:::(!n(P )))):7. i : I� ! ffalso; iertog es un riterio de terminai�on para el AE.14



Normalmente, la funi�on de aptitud � orresponde on la funi�on objetivodel problema en uesti�on, pero no neesariamente. Esto m�as bien dependedel AE utilizado y del problema a resolverse. Por otra parte, mientras losoperadores gen�etios son siempre probabil��stios, la selei�on puede ser prob-abil��stia o ompletamente determin��stia.El riterio de terminai�on puede variar desde algo arbitrariamente om-plejo hasta algo tan simple omo ompletar un ierto n�umero preestableidode generaiones.De�nii�on 1.2.2 Dado un AE on funi�on de transii�on 	 : I� ! I� y unapoblai�on iniial P (0) 2 I�, la seuenia P (0); P (1); P (2); ::: es llamada unaseuenia de poblaiones o evolui�on de P (0) y se obtiene iterativamente:8t � 0 : P (t+ 1) = 	(P (t))La reai�on de P (0) depende en partiular de la instania del AE. Usual-mente el AE se iniializa de manera aleatoria, pero no neesariamente.Con el �n de lasi�ar los operadores gen�etios de auerdo al n�umero deindividuos a los que son apliados, se presenta la siguiente:De�nii�on 1.2.3 Un operador gen�etio ! : Ip ! Iq es llamado:asexual , ! : I ! Isexual , ! : I2 ! Ipanm��tio , ! : Ip ! I, para alg�un p > 2.La mutai�on es un ejemplo de un operador asexual, mientras que la re-ombinai�on o ruza es t��piamente sexual (es deir, que la reombinai�onse efet�ua entre 2 padres), pero algunos AEs la extienden a una versi�onpanm��tia (o sea, que intervienen varios padres para generar uno o m�as hijos).En lo siguiente, los s��mbolos m y r ser�an usados para denotar los operadoresde mutai�on y reombinai�on respetivamente.El siguiente esquema representa un AE general:Algoritmo Evolutivot := 0iniializa P (t) 2 I�eval�ua P (t) 15



while (i(P (t)) 6= true) doreombina:P 0(t) := r(P (t))muta:P 00(t) := m(P 0(t))eval�ua: P 00(t) := 	(P 00(t))seleiona: P (t+ 1) := s(P 00(t))t := t + 1Como ya se menion�o anteriormente, existen diversas variantes de last�enias evolutivas. Sin embargo, �estas suelen lasi�arse seg�un los prini-pales paradigmas de�nidos dentro de la Computai�on Evolutiva y que ser�andesritos en la siguiente sei�on:Programai�on EvolutivaEstrategias EvolutivasAlgoritmos Gen�etios1.3. Paradigmas1.3.1. Estrategias EvolutivasLas Estrategias Evolutivas (EEs) son un desarrollo onjunto de Bienert,Rehenberg y Shwefel, quienes hiieron el trabajo preliminar dentro de es-ta �area en los 1960's en la Universidad T�enia de Berl��n en Alemania [3℄.Las primeras apliaiones de las EEs fueron de ar�ater experimental y seefetuaron en el �area de hidrodin�amia.La versi�on original de una EE, denominada (1+1)-EE, reaba un padre ya partir de �el (mediante un operador de mutai�on) se produ��a un solo hijo.De los dos se onservaba s�olo al mejor y as�� suesivamente.De manera general, la poblai�on de una EE puede onstar de � individuos.En la atualidad se usa toda una variedad de meanismos de reombinai�onen las EEs, entre los que se uenta tanto on operadores sexuales omo onoperadores panm��tios. As�� pues, de manera general:r : I� ! I.La mutai�on en este aso es un operador asexualm(~x) = ~x +N(0; 1)16



Figura 1.4: Hans-Paul Shwefel.La notai�on N(0; 1) se usa para denotar la evaluai�on de una variable aleato-ria normalmente distribuida on media ero y desviai�on est�andar uno.Los operadores de selei�on usados son ompletamente determin��stios.Shwefel introdujo una elegante notai�on para estos meanismos, arateri-zando el m�etodo y el n�umero de individuos padres e hijos, respetivamente.Adem�as, distingui�o los proesos de selei�on:selei�on� (�+ �) : I�+� ! I�Este meanismo seleiona los � mejores individuos a partir de la uni�on delos padres y los hijos para formar la siguiente generai�on de padres.selei�on� (�; �) : I� ! I�Este meanismo seleiona los � mejores individuos a partir de los hijos�uniamente para formar la siguiente generai�on de padres.El esquema de una EE oinide on el esquema del AE general presentadoen la sei�on 1.2, la direrenia es�a en las arater��stias de los operadoresgen�etios.Las EE han sigo apliadas a problemas de ruteo y redes, bioqu��mia,�optia, dise~no de ingenier��a y magnetismo, por ejemplo [48℄.1.3.2. Programai�on EvolutivaEn 1964 Lawrene J. Fogel desarroll�o la Programai�on Evolutiva (PE).Su t�enia onsist��a prinipalmente en evoluionar aut�omatas de estado �nitoon el �n de que fueran apaes de predeir los s��mbolos que reib��an [3, 17℄.17



Figura 1.5: Lawrene J. Fogel.Fogel us�o un modelo de mutai�on para ir alterando tanto los estados omolas transiiones de los aut�omatas. Sin embargo, puesto que pretend��a modelarla evolui�on a nivel de las espeies, no us�o ning�un operador de reombinai�on,pues diferentes espeies no se ruzan entre s��.El operador de mutai�on usado en la programai�on evolutiva es asex-ual y orresponde on el operador Gaussiano. Puesto que no hay reombi-nai�on, el operador de selei�on se aplia sobre la uni�on de padres e hijos:selei�on � (� + �). La selei�on normalmente se lleva a abo mediante untorneo esto�astio para deidir qu�e soluiones ser�an retenidas.En este aso, el esquema orrespondiente a la PE se ve alterado respetoal de un AE general debido a la ausenia de la reombinai�on:Programai�on Evolutivat := 0iniializa P (t) 2 I�eval�ua P (t)while (i(P (t)) 6= true) domuta:P 00(t) := m(P 0(t))eval�ua: P 00(t) := 	(P 00(t))seleiona: P (t+ 1) := s(P 00(t))t := t + 1Originalmente la PE fue apliada a problemas de predii�on. Atual-mente, ha sido extendida para apliaiones en las que existen problemas deoptimizai�on ontinua de par�ametros, planeai�on de rutas, reonoimientode patrones, et. [3, 16℄. 18



Figura 1.6: Jonh H. Holland.1.3.3. Algoritmos Gen�etiosLos Algoritmos Gen�etios (AGs) son muy probablemente el tipo m�asonoido de AE. El m�as antiguo predeesor de estos algoritmos surgi�o on eltrabajo de Fraser, un bi�ologo que quer��a simular la evolui�on on un espeial�enfasis en el estudio de la ep��stasis, es deir, el impato que puede tener unierto gene sobre otro en una posii�on distinta [20℄.Sin embargo, el AG m�as usual fue desarrollado por Holland, un om-put�ologo y psi�ologo de la Universidad de Mihigan. Mientras los bi�olo-gos intentaban usar los AGs para simular los sistemas biol�ogios, Hollandnot�o �omo el algoritmo de b�usqueda natural pod��a ser usado para resolverproblemas que ourr��an en apliaiones pr�atias [3, 26℄.La mutai�on en los AGs es un operador asexual que se aplia on proba-bilidad pm y que generalmente onsiste en alterar parte de la representai�ondel individuo.Por otra parte, la reombinai�on es un operador sexual que, on prob-abilidad p, esoge dos individuos padres y los reombina para dar lugara dos individuos nuevos (apliando dos vees el operador). El operador dereombinai�on es el operador de b�usqueda m�as importante del AG.Al igual que en la Programai�on Evolutiva el operador de selei�on usadoen este aso es probabil��stio.Como en el aso de las EEs, el esquema de un AG oinide on el es-quema del AE general presentado en la sei�on 1.2, la direrenia es�a en lasarater��stias de los operadores gen�etios.Los AG se han apliado en problemas de optimizai�on, planeai�on de19



Figura 1.7: Aido Desoxirribonuleio.movimientos, bases de datos, reonoimiento de patrones, et. [23℄.1.4. Coneptos B�asios1.4.1. Fundamentos Biol�ogiosPara omenzar, reordemos que todos los seres vivos estamos ompuestosdel material gen�etio onoido omo ADN (Aido Desoxirribonuleio, �gu-ra 1.7). Dentro de las �elulas existen adenas de ADN que son responsablesde la transmisi�on gen�etia; estas adenas reiben el nombre de romosomas.Si una �elula ontiene un solo romosoma o onjunto de romosomas se lellama haploide, y se le denomina diploide en el aso de que ontenga 2opias de ada romosoma.Un gene es una sei�on de ADN que odi�a una ierta funi�on y s�olopuede oupar un ierto lugar dentro del romosoma. A los diferentes valoresque un gene puede tomar se les da el nombre de alelos.Reiben el nombre de gametos aquellas �elulas que llevan informai�ongen�etia de los padres on el �n de llevar a abo la reprodui�on sexual. Alonjunto total de genes de un organismo se le llama genoma.La reprodui�on sexual onsiste de manera general en la reombinai�on oruza de los genes de uno (asexual) o dos (sexual) padres para dar lugar algenoma de un nuevo individuo. Durante este proeso eventualmente ourrenerrores de opiado onoidos omo mutaiones.Ahora bien, un individuo es el elemento b�asio de una poblai�on, de man-20



1 1 1 10 0 00 0Figura 1.8: Representai�on binaria de un romosoma. En CE ada romosomaorresponde on un individuo.era que una poblai�on es un onjunto de individuos apaes de relaionarsee interatuar juntos. Cada individuo est�a determinado por su omposii�ongen�etia, la ual reibe el nombre de genotipo. Posteriormente, el genotipoda lugar a los rasgos espe���os u observables del individuo, los uales reibenel nombre de fenotipo.Un individuo se desarrolla dentro de un ierto ambiente y este �ultimo asu vez at�ua sobre el individuo alterando su apaidad de reproduirse, mejoronoida omo aptitud. Con base en la aptitud de ada individuo, el proesode selei�on determinar�a u�ales son los individuos que se reproduir�an paradar lugar a nuevas generaiones.A trav�es de las generaiones, las freuenias de los alelos orrespondientesa los individuos de una poblai�on van ambiando omo resultado del proesode selei�on. Sin embargo, este ambio puede tambi�en ser un resultado demutaiones o del azar; a este fen�omeno se le llama desv��o gen�etio.Un niho eol�ologio se arateriza por estar onstitu��do por organismosde la misma espeie, es deir, individuos similares que se reproduen entre s�� yque adem�as omparten la misma estrategia de supervivenia. Dos espeiesque oupan nihos diferentes pueden oexistir de una manera estable. Sinembargo, dos espeies que oupan el mismo niho eol�ogio ompiten hastaque la m�as d�ebil termina por extinguirse.1.4.2. Coneptos de Computai�on EvolutivaDado un problema a resolver, en Computai�on Evolutiva (CE) un romo-soma se representa on una estrutura de datos que odi�a los par�ametrosde una posible solui�on a diho problema.Cada romosoma orresponde a un individuo de la poblai�on. Los ro-mosomas usualmente son representados por adenas binarias (�gura 1.8).Dado que un gene es una subsei�on de un romosoma, odi�ar�a el valorde un solo par�ametro (�gura 1.9).As�� pues, el genotipo orresponde on la odi�ai�on (digamos binaria)del romosoma y el fenotipo on la deodi�ai�on de �este, ver �gura 1.10.21



1 1 1 10 0 00 0

1 0 0Figura 1.9: Un gene es una subadena del romosoma.
10 0 0

decodificacióngenotipo

fenotipo3Figura 1.10: El genotipo determina diretamente el fenotipo.Los alelos son los valores posibles que puede tomar ada posii�on gen�etia.Por ejemplo, si la odi�ai�on es binaria, un alelo puede valer 0 o 1 (�gu-ra 1.11).La aptitud de un individuo es un valor que se le asigna y que denota laalidad de �este on respeto a los dem�as. Por ejemplo, el valor orrespondientede la funi�on objetivo.Se llamar�a generai�on a la reai�on de una poblai�on nueva a partir dela existente, previo �alulo de aptitudes.En el aso en el que un individuo puede reombinarse on ualquier otrode la poblai�on, �esta reibe el nombre de poblai�on panm��tia.Como ya se hab��a menionado antes, la ep��stasis se re�ere el impatoque puede tener un ierto gene sobre otro en una posii�on distinta. Cuandoun sistema tiene poa ep��stasis (o ninguna) es trivial enontrar su solui�on.Sin embargo, en el aso ontrario, el problema puede resultar bastante dif��ilo inluso imposible de resolver para un AE. A estos problemas se les ha dado
1 0 0

1 aleloFigura 1.11: Un alelo es el valor que toma el gene.22
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0 1
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1 0 1 0Figura 1.13: Cruza de 2 puntos.el nombre de deeptivos.En uanto a la selei�on, las t�enias usadas en los Algoritmos Gen�etios,por ejemplo, pueden ser:Probabil��stias (de auerdo a la aptitud de ada individuo [26℄).Ejemplos: la ruleta [31℄, sobrante esto�astio [5, 6℄, universal esto�astia[4℄, muestreo determin��stio [31℄.Mediante torneo (omparaiones diretas de los individuos). Se tienendos versiones: determin��stia y probabil��stia [55, 6℄.De estado uniforme. Se usa en AGs en los que s�olo unos uantosindividuos son reemplazados en ada generai�on [56℄.23
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Figura 1.14: Cruza Uniforme. Cada padre aporta un gene on una probabil-idad dada (de 0.5 en este aso).Los operadores de reprodui�on usados en CE son lasi�ados en tresgrupos:Cruza. Forma un nuevo individuo ombinando los romosomas de lospadres. Ejemplos:� Cruza de n-puntos. Los padres interambian parte de su adenaromos�omia para generar una nueva altern�andose basados en lospuntos de ruza (�guras 1.12, 1.13).� Cruza uniforme. Los padres aportan ada uno de sus alelos on unaprobabilidad dada para dar lugar a una nueva adena (�gura 1.14).Mutai�on. Obtiene un nuevo romosoma alterando los genes del ro-mosoma padre. Ejemplo:� Mutai�on uniforme. Se va reorriendo la adena y on una iertaprobabilidad se altera el gene en turno (�gura 1.15).Reordenamiento. Cambia el orden de los genes del romosoma padre.Ejemplo:� Inversi�on. Los genes entre dos puntos elegidos al azar son inver-tidos (�gura 1.16). 24



111 1 Cadena mutada

Cadena original

Mutar posición 6

1 000

1 00 01 1 10

Figura 1.15: La mutai�on onsiste en alterar el valor del gene.
1 1 1 00 0 0

Cadena original:

Cadena resultante:

Puntos de inversión:

1 1 1 0 00 01

1Figura 1.16: Ejemplo de inversi�on.Se ha onsiderado que los operadores de ruza ayudan a explotar elespaio de b�usqueda; es deir, a atravesar el espaio de b�usqueda mediantemovimientos peque~nos en la direi�on que seg�un la informai�on obtenida delos individuos pareza promisoria. Por otra parte, los operadores de mutai�onolaboran a explorar el espaio de b�usqueda, es deir, a realizar saltos aregiones no explotadas on el �n de loalizar mejores regiones y a la vezevitar quedar atrapados en �optimos loales.En onordania on la selei�on natural de los m�as aptos, en los AEexiste un meanismo que permite que los individuos on mejor aptitud pasenintatos durante el proeso de generai�on de una nueva poblai�on; este mean-ismo reibe el nombre de elitismo. El elitismo asegura que la mejor solui�onenontrada hasta el momento no sea perdida a ausa del proeso evolutivo.En un ap��tulo posterior se demostrar�a que el elistimo es neesario para laonvergenia del AG.
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Cap��tulo 2Elementos de ProbabilidadEl an�alisis que se presentar�a de los Algoritmos Gen�etios tiene omo basela teor��a de la probabilidad, espe���amente las adenas de Markov �nitas,por lo que en este ap��tulo se proporionan los preliminares neesarios paradiho desarrollo.2.1. De�niiones B�asiasEl material que se presenta en esta sei�on fue tomado de las referenias[42, 7℄.2.1.1. Espaios de ProbabilidadDe�nii�on 2.1.1 Un onjunto A 6= �, uyos elementos son subonjuntosde un onjunto 
, es llamado una � � �algebra si:(i) A 2 A ) A 2 A, donde A = 
 � A denota el omplemento delonjunto A, y(ii) S1n=1An 2 A para ada suesi�on (An)n2IN � A.Por ejemplo, sea 
 = fa; b; ; dg y onsideremos:A1 = f�;
; fag; fb; ; dggA2 = A1 [ ffbg; fa; bg; f; dg; fa; ; dgg yA3 = f�;
; fb; ; dgg 27



Entones A1 y A2 son � � �algebras, mientras que A3 no lo es.De�nii�on 2.1.2 El par (
;A), en donde A es una � � �algebra de subon-juntos de 
, es llamado un espaio medible. Una funi�on � que asigna unn�umero �(A) 2 [0;1℄ a ada subonjunto A 2 A, es llamada una medidasobre (
;A) si �(�) = 0 y �([1n=1An) = P1n=1 �(An) para ada suesi�on(Ai)i2IN de subonjuntos de A disjuntos por pares. La teria (
;A; �) es lla-mada un espaio de medida.De�nii�on 2.1.3 Sea (
;A) un espaio medible y P una medida sobre (
;A)on P(
) = 1. Entones P es llamada una medida de probabilidad, losonjuntos A 2 A son llamados eventos, 
 es el espaio muestral, eln�umero P(A) on A 2 A es llamado la probabilidad del evento A, y laterna (
;A;P) es llamado espaio de probabilidad. Si P(A) = 1 paraalg�un evento A, entones se die que el evento ourre on probabilidad 1.Dado un experimento en partiular, el onjunto de resultados posibles esun espaio muestral. Por ejemplo, si tiramos dos dados tenemos que, impor-tando el orden:
 = ff1; 1g; f1; 2g; f1; 3g; f1; 4g; f1; 5g; f1; 6g;f2; 1g; f2; 2g; f2; 3g; f2; 4g; f2; 5g; f2; 6g;f3; 1g; f3; 2g; f3; 3g; f3; 4g; f3; 5g; f3; 6g;f4; 1g; f4; 2g; f4; 3g; f4; 4g; f4; 5g; f4; 6g;f5; 1g; f5; 2g; f5; 3g; f5; 4g; f5; 5g; f5; 6g;f6; 1g; f6; 2g; f6; 3g; f6; 4g; f6; 5g; f6; 6ggEn este aso podemos de�nir una �� �algebra A de subonjuntos de 
 omoA = 2
, es deir, el onjunto potenia de 
. Cada uno de los resultados tienela misma probabilidad: P(A) = 136 , para ada A 2 
. Los eventos, es deir,los elementos de A, onstan de uno o m�as de los posibles resultados. Porejemplo tenemos los siguientes eventos y su probabilidad:A1 = ff1; 1g; f6; 4g; f4; 5gg P(A1) = 112A2 = ff4; 1gg P(A2) = 136A3 = ff2; 2g; f6; 3gg P(A4) = 118A4 = 
 P(A4) = 1El evento 
 ourre on probabilidad 1.28



2.1.2. Variables AleatoriasDe�nii�on 2.1.4 Sean (
;A) y (
0;A0) espaios medibles. La funi�on X :
! 
0 es llamada una funi�on medible si X�1(A0) 2 A para todo A0 2 A0.De�nii�on 2.1.5 Sea (
;A;P) un espaio de probabilidad y (
0;A0) unespaio medible. En este aso, una funi�on medible X : 
 ! 
0 es lla-mada una variable aleatoria. La funi�on PX : A0 ! [0; 1℄ � IR onPX(A0) := P(X�1(A0)) para todo A0 2 A0 es llamada la distribui�on deprobabilidad de X.En otras palabras, se die que hemos de�nido una variable aleatoriapara un experimento aleatorio uando hemos asoiado un valor generalmentenum�erio a ada resultado del experimento. A ontinuai�on se presentan al-gunos ejemplos de variables aleatorias:Consideremos el experimento aleatorio que onsiste en lanzar tres mon-edas. Supongamos que a ada elemento de su espaio muestral E =f; x; x; x; xx; xx; xx; xxxg le asignamos un n�umero real, quees el orrespondiente al n�umero de aras.En el experimento aleatorio que onsiste en lanzar dos dados, asignamosa ada resultado la suma de los puntos apareidos en ada dado.En el experimento que onsiste en elegir al azar 500 personas y medirsu estatura, la funi�on que asoia a ada persona on su talla es unavariable aleatoria.Consideremos el experimento que onsiste en elegir al azar 100 sand��asde una plantai�on y pesarlas. La funi�on que asoia a ada sand��a onsu peso es una variable aleatoria.Si una variable aleatoria s�olo toma valores enteros, ya sea, un n�umero�nito o in�nito numerable de valores diremos que es disreta (los dos primerosejemplos). Si te�oriamente, puede tomar todos los valores de un intervalo deIR, diremos que es ontinua (los dos �ultimos ejemplos). En el presente trabajoonsideraremos �uniamente variables aleatorias disretas.29



De�nii�on 2.1.6 Sea g(:) una funi�on medible on valores reales y sea Xun variable aleatoria disreta on valores en el onjunto fx1; x2; � � �g. SiXi jg(xi)jPfX = xig <1entones E[g(X)℄ :=Xi g(xi)PfX = xigse llama valor esperado de la variable aleatoria g(X). Si adem�as,Pi jg2(xi)jPfX =xig <1, entones V[g(X)℄ := E[g(X)� E[g(X)℄2℄D[g(X)℄ := V[g(X)℄1=2son llamados la varianza y la desviai�on est�andar, respetivamente,de g(X).Lema 2.1.1 Sean X y Y dos variables aleatorias y a y b onstantes. En-tones:(a) E[a℄ = a(b) E[aX + b℄ = aE[X℄ + b() E[X + Y ℄ = E[X℄ + E[Y ℄.Demostrai�on [7℄.Lema 2.1.2 Sea X una variable aleatoria:V[X℄ := E[X2℄� E[X℄2Demostrai�on [7℄. 30
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8Figura 2.1: La rana puede brinar on igual probabilidad haia las hojasadyaentes o bien brinar pero quedarse en donde est�a atualmente. Su estadode�ne una adena de Markov.2.2. Cadenas de Markov Finitas2.2.1. De�niiones B�asiasEl material presentado en esta sei�on fue tomado de las referenias [45,29℄.De�nii�on 2.2.1 Si S 6= � es un onjunto �nito y fXt : t 2 INg es unasuesi�on de variables aleatorias on valores en S on la propiedad de que:PfXt+1 = jjXt = i; Xt�1 = it�1; :::; X0 = i0g =PfXt+1 = jjXt = ig =: pijpara todo t � 0 y para todo i; j 2 S, entones la suesi�on fXt : t 2 INg esllamada una adena de Markov �nita on espaio de estados S.El n�umero pij se llama probabilidad de transii�on del estado i alestado j en un paso. Como estamos suponiendo que dihas probabilidadesson independientes de t 2 IN, deimos que la adena es homog�enea.Consideremos una rana que se enuentra parada sobre una hoja en unharo. La hoja en la que est�a parada forma parte de un ��rulo de 10 ho-jas numeradas del 0 al 9, y la rana se enuentra atualmente en la hoja 0(�gura 2.1). 31



Supongamos que la rana se omporta de manera que ada minuto haeun brino despu�es del ual tiene tres opiones igualmente posibles: quedarsedonde est�a o bien brinar haia una de las dos hojas adyaentes a su hojaatual.Sea Rt la variable aleatoria que representa la posii�on de nuestra rana enel tiempo t. Al iniio, nuestra rana est�a en la posii�on 0, es deir R0 = 0.Posteriormente, el valor de la variable se regir�a por las probabilidades detransii�on de�nidas omo:pij = ( 13 si i = j o si i y j son adyaentes,0 de lo ontrario.Claramente, el valor de Rt depende s�olo de Rt�1. De esta manera, Rtdetermina una adena de Markov �nita homog�enea.En el aso de nuestra rana:S = f0; 1; 2; 3; :::; 9gPuesto que S es �nito, las probabilidades de transii�on pueden ser puestasen una matriz de transii�on P = (pij)i;j2S. N�otese que Pj pij = 1 paratodo i 2 S.Las probabilidades de transii�on de la variable Rt pueden ser aomodadasde la siguiente manera. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
P =

0123456789
0BBBBBBBBBBBBBBBBBB�

13 13 0 0 0 0 0 0 0 1313 13 13 0 0 0 0 0 0 00 13 13 13 0 0 0 0 0 00 0 13 13 13 0 0 0 0 00 0 0 13 13 13 0 0 0 00 0 0 0 13 13 13 0 0 00 0 0 0 0 13 13 13 0 00 0 0 0 0 0 13 13 13 00 0 0 0 0 0 0 13 13 1313 0 0 0 0 0 0 0 13 13
1CCCCCCCCCCCCCCCCCCAEl vetor �la Æ(t) on omponentes Æi(t) = PfXt = ig para todo i 2S, denota la distribui�on de la adena de Markov en el paso t � 0. Estadistribui�on puede alulare iterativamente, pues32



Æ(t) = Æ(t� 1)P = Æ(0)P t, para todo t � 0.Por ejemplo, en el proeso de nuestra rana:Æ(0) = f1; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0gÆ0(0) = 1De manera que:Æ(1) = Æ(0)P = f13 ; 13 ; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 13gÆ(2) = Æ(1)P = Æ(0)P 2 = f13 ; 29 ; 19 ; 0; 0; 0; 0; 0; 19 ; 29gAs�� pues, una adena de Markov �nita homog�enea est�a ompletamente de-terminada por su distribui�on iniial Æ(0) y su matriz de transii�on P .De�nii�on 2.2.2Una matriz P : n � m es llamada no negativa (P � 0) si pij � 0 ypositiva (P > 0) si pij > 0 para todo i = 1; :::; n y j = 1; :::; m.Una matriz uadrada no negativa es llamada esto�astia si la sumade ada una de sus �las es igual a 1. As��, las matries de transii�onson esto�astias.Una matriz esto�astia P es primitiva si9k 2 IN : P k es positiva (P k > 0)Es irreduible si 8i; j 2 S : 9k 2 IN : pij(k) > 0,en donde pij(k) denota al elemento (i; j) de P k. Por lo tanto, todamatriz positiva P es primitiva y toda matriz primitiva es irreduible.Una matriz P es reduible (por supuesto si no es irreduible y) sipuede ser aomodada en la forma: C 0R T !on matries uadradas C y T.33



Finalmente, una matriz esto�astia P es diagonal positiva si ada ele-mento en su diagonal es positivo, es olumna-permisible si al menosun elemento en ada olumna es positivo y es estable si tiene �lasid�entias.A ontinuai�on se presentan algunos resultados que ser�an de utilidad enap��tulos posteriores.Lema 2.2.1 Sean P , Q y R matries esto�astias, donde Q es positiva y Res olumna-permisible. Entones la matriz produto PQR es positiva.Demostrai�on [29℄.Lema 2.2.2 Sean P , Q y R matries esto�astias, donde Q es irreduible yP , R son diagonal positivas. Entones el produto PQR es irreduible.Demostrai�on [29℄.Teorema 2.2.1 Sea P una matriz esto�astia primitiva. Entones P k on-verge uando k ! 1 a una matriz esto�astia positiva estable P1 = 10p1,donde 10 es un vetor olumna de unos y p1 = p0 � l��mk!1 P k = p0P1 tieneentradas positivas y es �unia independientemente de la distribui�on iniialp0.Demostrai�on [29℄.Teorema 2.2.2 Sea Pn�n una matriz esto�astia reduible, donde C : m�mes una matriz esto�astia primitiva y R, T 6= 0. Entones:P1 = l��mk!1P k = l��mk!1 Ck 0Pk�1i=0 T iRCk�i T k ! =  C1 0R1 0 !es una matriz esto�astia estable on P1 = 10p1, donde 10 es un vetorolumna de unos y p1 = p0P1 es �unia independientemente de la distribu-i�on iniial y, adem�as, p1 satisfae: p1i > 0 para 1 � i � m y p1i = 0 param < i � n.Demostrai�on [29℄. 34



2.2.2. Clasi�ai�on de Estados y CadenasConsid�erese una adena de Markov on espaio de estados �nito S 6= �.En esta sei�on se lasi�ar�an los estados de una adena de Markov deauerdo a si es posible ir de un determinado estado a otro estado determinado[32℄.De�nii�on 2.2.3 Deimos que el estado i indue al estado j y lo denotamospor i! j si y s�olo si pkij > 0 para alg�un k � 1. Si tenemos que i! j y j ! ideimos que el estado i est�a omuniado on el estado j (o que los estadosi, j son omuniantes) y lo denotamos por i$ j.A partir de la de�nii�on anterior, los estados son divididos en \lases deequivalenia". Dos estados est�an en la misma lase de equivalenia si est�an\omuniados", es deir, si el proeso puede ir de un estado a otro y vieversa.Las lases de equivalenia son lasi�adas omo onjuntos erg�odios(tambi�en llamados reurrentes) o onjuntos transitorios. De esta maneralos estados perteneientes a ellas ser�an llamados estados erg�odios y transi-torios, respetivamente.Para ada adena de Markov �nita debe existir siempre al menos unonjunto erg�odio; sin embargo, los onjuntos transitorios no neesariamenteexisten.Una vez que una adena abandona un onjunto transitorio nuna regre-sar�a a �el, mientras que una vez que entra en un onjunto erg�odio nunapodr�a abandonarlo.En partiular, si un onjunto erg�odio ontiene s�olo un estado, �este reibeel nombre de estado absorbente pues una vez estando en �el, la adena deMarkov se quedar�a all�� por siempre. De lo anterior tenemos el siguiente:Teorema 2.2.3 Un estado i es absorbente si y s�olo si pii = 1.Demostrai�on [32℄.Los onjuntos erg�odios pueden ser lasi�ados de dos maneras:1. Regular: En este aso, el onjunto onsta de un ilo �unio de estados,por lo que no importa u�al sea el estado en el que la adena iniie,despu�es de un tiempo su�ientemente grande la adena podr��a estar enualquier estado del onjunto (matriz de transii�on primitiva).35



2. C��lio (o peri�odio): En este aso el onjunto est�a dividido en dilos distintos de manera que dado un estado de iniio determinado,la adena ir�a reorriendo los diferentes ilos hasta regresar al ilo enel que inii�o despu�es de exatamente d pasos.Las adenas de Markov pueden lasi�arse seg�un si �estas ontienen o noonjuntos transitorios:I Cadenas sin Conjuntos TransitoriosSin p�erdida de generalidad supondremos que en este aso existe s�olo unonjunto erg�odio, es deir, todo el onjunto de estados de la adenaes un onjunto erg�odio. Una adena que onsiste de un �unio onjun-to erg�odio es llamada una adena erg�odia, y puede oinidir onalgunos de los siguientes dos asos:I-A El onjunto erg�odio es regular.I-B El onjunto erg�odio es ��lio.II Cadenas on Conjuntos TransitoriosEn este aso, la adena se mueve haia los onjuntos erg�odios. La prob-abilidad de que el proeso se enuentre dentro de un onjunto erg�odiotiende a 1. En este aso nuevamente podemos lasi�ar este tipo deadenas on base en las arater��stias de sus onjuntos erg�odios.II-A Todos los onjuntos erg�odios son onjuntos unitarios. Este tipo deadenas son llamadas adenas absorbentes, pues eventualmentequedar�an atrapadas en un estado absorbente.II-B Todos los onjuntos erg�odios son regulares, pero no unitarios.II-C Todos los onjuntos erg�odios son ��lios.II-D Existen tanto onjuntos erg�odios regulares omo ��lios.2.2.3. Cadenas AbsorbentesSon de nuestro espeial inter�es en este trabajo las adenas absorbentes,por lo que en esta sei�on se presentar�an algunas propiedades importantesde ellas [32℄. 36



Teorema 2.2.4 Para ualquier adena de Markov �nita absorbente, no im-porta el estado en el que el proeso iniie, la probabilidad de que el proeso seenuentre en un estado absorbente despu�es de n pasos tiende a 1 onformen tiende a in�nito.Demostrai�on [32℄.Es importante onsiderar la forma an�onia de la matriz de transii�on deuna adena de Markov. Supongamos que tenemos s estados transitorios yr� s estados erg�odios y que reunimos a todos los onjuntos transitorios y atodos los onjuntos erg�odios, la forma es la siguiente:r � s sP =  S OR Q ! gr � sgsLa regi�on O onsiste ompletamente de eros. La matriz Qs�s representaa la adena mientras �esta se enuentre en estados transitorios, la matrizRs�(r�s) representa la transii�on de estados transitorios a estados erg�odiosy la matriz S(r�s)�(r�s) representa la adena una vez que ha alanzado unestado erg�odio.Si onsideramos una adena absorbente, tenemos que por de�nii�on S =I(r�s)�(r�s), as�� su forma an�onia es:r � s sP =  I OR Q ! gr � sgsPor el Teorema 2.2.2 podemos ver que las potenias de Q tienden a O.Teorema 2.2.5 Para ualquier adena de Markov absorbente, I � Q tieneuna inversa y, (I �Q)�1 = I +Q+Q2 + � � � = 1Xk=0QkDemostrai�on [32℄.De�nii�on 2.2.4 Para una adena de Markov absorbente de�nimos la ma-triz fundamental omo N = (I �Q)�1.37



De�nii�on 2.2.5 De�nimos nj omo una funi�on uyo valor es el n�umerototal de vees que el proeso est�a en el estado sj. (Esta de�nii�on s�olo esv�alida para estados transitorios sj). De�nimos a ukj omo una funi�on quetoma el valor de 1 si el proeso est�a en el estado sj en el paso k, y 0 de otramanera.Es f�ail ver que: nj = 1Xk=0ukjSea T el onjunto de estados transitorios de la adena de Markov, sidenotamos on Ei[nj℄ al valor esperado de nj suponiendo que el proesoiniia en el estado si, tenemos el siguiente:Teorema 2.2.6 fEi[nj℄g = NDemostrai�on [32℄.De�nii�on 2.2.6 Sea t una funi�on uyo valor est�a dado por el n�umero depasos (inluyendo la posii�on original) en los que el proeso se enuentra enun estado transitorio.Si el proeso iniia en un estado erg�odio entones t = 0. Si el proesoiniia en un estado transitorio, entones t nos da el n�umero total de pasosneesarios para alanzar un estado erg�odio. En una adena absorbente estees el tiempo de absori�on.Sea � un vetor olumna uyas entradas son todas 1.Teorema 2.2.7 fEi[t℄g = N�Demostrai�on Es f�ail ver que t = Xsj2TnjAs��, fEi[t℄g = fEi[Xsj2Tnj℄g = fXsj2TEi[nj℄g = N�:Teorema 2.2.8 fVi[t℄g = (2N � I)N� � (N�)2Demostrai�on [32℄. 38



Cap��tulo 3Algoritmo Gen�etio SimpleLos Algoritmos Gen�etios se usan a menudo para resolver problemas deoptimizai�on del tipo: maxff(b)jb 2 IBl = f0; 1glg (el onjunto IBl ontiene atodas las adenas de eros y unos de longitud l) suponiendo que 0 < f(b) <1para todo b 2 IBl y f(b) 6= onst.En este ap��tulo iniiamos nuestro estudio de la onvergenia de los AGs.Consideraremos prinipalmente dos asos, el AG sin elitismo, tambi�en ono-ido omo AG Simple (AGS) y el AG on elitismo (AGE).3.1. Estudios de Convergenia3.1.1. Algoritmo Gen�etio sin ElitismoEn [41℄ Rudolph modela el Algoritmo Gen�etio Simple (AGS) medianteuna adena de Markov �nita homog�enea.Cada estado i de la adena de Markov orresponde a una posible poblai�ondel AGS de tal manera que el espaio de estados es S = IBnl donde n es eln�umero de individuos de la poblai�on y l es la longitud de ada individuo.De�nimos a �tk(i) omo el individuo k de la poblai�on i en el paso t.Dada la naturaleza del AGS, la matriz de transii�on P que lo representaqueda de�nida omo P = CMS;donde C, M y S son las matries de transii�on de los operadores de ruza,mutai�on y selei�on respetivamente.39



Cuando se usa mutai�on uniforme los elementos de M sonmij = pHijm (1� pm)N�Hij > 0;en donde pm es la probabilidad de mutai�on del AGS, Hij es la distania deHamming entre los estados i y j, y N = nl (la distania de Hamming entredos adenas binarias se de�ne omo el n�umero de posiiones en las que talesadenas son distintas). De lo anterior onlu��mos que M es positiva.Por otra parte, dado que el operador de selei�on lo que hae es propor-ionarnos pares de individuos on �nes de que ya sea que pasen intatos a lapoblai�on siguiente o que on una ierta probabilidad mediante el operadorde ruza puedan dar lugar a otros dos individuos nuevos, la matriz de tran-sii�on de este operador lo que hae es dejar \ordenados" a los individuos taly omo se ir�an tomando para dar lugar a la poblai�on siguiente.El uso de un operador de selei�on proporional o de torneo [45℄ determinala existenia de una probabilidad estritamente positiva de que la poblai�onquede intata, lo ual asegura que los elementos de la diagonal sii de la matrizde transii�on del operador son positivos, por lo que se onluye que la matrizS es olumna-permisible.En resumen tenemos que la matrizM es positiva y S es olumna-permisible.Luego, por el Lema 2.2.1, la matrizP = CMS es positiva y por lo tanto prim-itiva.Para poder hablar de onvergenia a ontinuai�on se presenta la de�nii�onorrespondiente para el AGS [41℄:De�nii�on 3.1.1 Sea Zt = maxff(�tk(i))jk = 1; :::; ng una suesi�on de vari-ables aleatorias que denotan la mejor aptitud dentro de la poblai�on represen-tada por el estado i en el paso t. Un algoritmo gen�etio onverge al �optimoglobal si y s�olo si: limt!1PfZt = f �g = 1 (3.1.1)donde f � = maxff(b)jb 2 IBlg.De esta manera entenderemos que el AGS onverge al �optimo global de lafuni�on objetivo si la probabilidad de que �este se enuentre en la poblai�ontiende a 1 uando el n�umero de iteraiones tiende a in�nito.40



As�� pues, dada la de�nii�on anterior y usando el Teorema 2.2.1 Rudolphdemuestra que el AGS no onverge:Teorema 3.1.1 El AGS on matriz de transii�on primitiva no onverge al�optimo global.Demostrai�on Sea i 2 S ualquier estado en el que maxff(�tk(i))jk =1; :::; ng < f � y pi(t) la probabilidad de que el AGS est�e en tal estado i en elpaso t. Claramente, PfZt 6= f �g � pi(t) , PfZt = f �g � 1 � pi(t). Por elTeorema 2.2.1 la probabilidad de que el AGS est�e en el estado i onverge api(1) > 0. Por lo tanto:limt!1PfZt = f �g � 1� pi(1) < 1;es deir, la ondii�on (3.1.2) no se satisfae.El Teorema 3.1.1 muestra que dado que seg�un el Teorema 2.2.1 la matrizde transii�on P del AGS onverge a una matriz positiva, la probabilidad deestar en un estado no-�optimo es estritamente positiva onforme el n�umerode iteraiones se inrementa por lo que la probabilidad de permaneer en unestado �optimo no es 1 en el l��mite.3.1.2. Algoritmo Gen�etio ElitistaEn [41℄ Rudolph argumenta que en las apliaiones del mundo real elAGS om�unmente mantiene a trav�es del proeso evolutivo la mejor solui�onenontrada hasta el momento por lo que lo orreto es modelar el AGS detal manera.As�� pues, onsideraremos ahora agregar a la poblai�on del AGS un s�uperindividuo que no tomar�a parte en el proeso evolutivo y que por failidad enla notai�on ser�a oloado en la primera posii�on a la izquierda, es deir, sepodr�a aesar a �el mediante �0(i). Llamaremos a esta nueva versi�on AlgoritmoGen�etio Elitista (AGE).La ardinalidad del espaio de estados de la adena de Markov orre-spondiente ree ahora de 2nl a 2(n+1)l debido a que tenemos 2l posibless�uper individuos y por ada uno de ellos tenemos 2nl poblaiones posibles.El operador de elitismo estar�a representado por la matriz E que lo quehar�a ser�a atualizar un estado de tal manera que si �este ontiene un individuomejor que su atual s�uper individuo �este ser�a reemplazado por aqu�el.41



En partiular, sea:i = (�0(i); �1(i); �2(i); :::; �n(i)) 2 S�0(i) es el s�uper individuo de la poblai�on (estado) i. Ahora bien, seab =argmaxff(�k(i))jk = 1; :::; ng 2 IBl el mejor individuo de la poblai�on iexluyendo el s�uper individuo y:j def= (b; �1(i); �2(i); :::; �n(i)) 2 Sentones: eij = ( 1 si f(�0(i)) < f(b)0 de otra manera.La nueva matriz de transii�on para el AGE resulta del produto de unamatriz que est�a ompuesta por 2l matries P, una por ada posible s�uper in-dividuo aomodadas de manera que entre mejor sea su s�uper individuo m�asalta ser�a su posii�on, y la matriz E del operador de elitismo:
P+ = 0BBBB� P P . . . P 1CCCCA0BBBB� E11E21 E22... ... . . .E2l;1 E2l;2 � � � E2l;2l 1CCCCA= 0BBBB� PE11PE21 PE22... ... . . .PE2l;1 PE2l;2 � � � PE2l;2l 1CCCCALa estrutura mostrada de la matriz P+ se debe a que, omo ya se men-ion�o, las poblaiones est�an ordenadas de manera desendente de auerdo ala alidad de su s�uper individuo. De tal manera los espaios en blano repre-sentan eros puesto que no es posible pasar de un estado a otro on un s�uperindividuo de menor alidad.De lo anterior se onluye que PE11 = P puesto que tales matries or-responden on las poblaiones que tienen omo s�uper individuo al �optimof �. 42



Por otra parte, haiendo las siguientes de�niiones:R = 0BB� PE21...PE2l;1 1CCAT = 0BB� PE22... . . .PE2l;2 � � � PE2l;2l 1CCAonluimos que la matriz P+ es reduible a la forma:P+ =  P 0R T ! :Como onlusi�on tenemos el siguiente teorema:Teorema 3.1.2 El AGE onverge al �optimo global.Demostrai�on La submatriz P ontiene las probabilidades de transii�on deestados �optimos globales. Puesto que P es una matriz esto�astia primitivay R, T 6= 0, el Teorema 2.2.2 garantiza que la probabilidad de permaneeren un estado no-�optimo onverge a ero. Por lo tanto la probabilidad de per-maneer en un estado �optimo global onverge a 1.As�� pues, se ha demostrado la onvergenia del AGE, es deir, de un Al-goritmo Gen�etio que usa elitismo.3.2. Condiiones M��nimas de ConvergeniaPosterior al trabajo de Rudolph, Alexandru Agapie [1℄ realiz�o un par demodi�aiones a las ondiiones impuestas en el modelo del AGS desarrolladoen la sei�on anterior.Alexandru hae notar que la ondii�on de que la matriz del operador demutai�on (M) sea positiva es demasiado fuerte y que, de heho, es un tantoinadeuada para los AGs omunes. Por ejemplo, supongamos que se tiene unapoblai�on de tama~no 20 on individuos de longitud 20 y pm= 0.1. Entonesla probabilidad de pasar del estado i = (111 : : : 1) al estado j = (000 : : : 0)es aproximadamente mij � 10�400. Como podemos ver, tal probabilidad detransii�on es tan peque~na que podr��a ser onsiderada omo ero.Por tal raz�on, en este trabajo se demuestra que aunque la matriz de tran-sii�onM no sea positiva la onvergenia se onserva, aunque abe menionar43



que se introdue una ondii�on a la matriz orrespondiente a la ruza que, sireordamos, era arbitraria.La prinipal idea del trabajo de Agapie es la siguiente: el permitir muta-iones de un solo bit es su�iente para haer que el AGE onverja puesto quemutaiones de varios bits pueden ser llevadas a abo \por partes" mediantemutaiones de un solo bit a la vez. De esta manera, la ondii�on de que lamatriz M sea positiva puede ser relajada a que la matriz M sea irreduible.De manera general, supongamos que un AGE tiene una matriz de transi-i�on del operador de mutai�on tal que s�olo permite mutar omo m�aximo unn�umero �jo de bits, digamos T , menor que la longitud del romosoma.Denotemos on Hij la distania de Hamming entre las poblaiones i y j.Lo que queremos demostrar ahora es que la matriz de mutai�on desrita esirreduible.Lema 3.2.1 Sean T , 1 � T � 2nl, un entero y M la matriz esto�astiaorrespondiente al operador de mutai�on de un AG que satisfae: mij = 0 siHij > T y mij > 0 de otra manera. Entones M es irreduible.Demostrai�on mij > 0 para ada par (i; j) tal que Hij � 1. Ahora, sean i yj dos poblaiones on Hij = k, 1 � k � 2nl. Es laro que puede enontrarseuna adena (i; i1; i2; :::; ik�1; j) tal que Hi;i1 = Hi1;i2 =; :::;= Hik�1;j = 1 ymi;i1mi1;i2 :::mik�1;j = mij > 0. As��, M es irreduible.Si reordamos, en la sei�on anterior se menion�o que la matriz de tran-sii�on de un operador de selei�on proporional es olumna-permisible, perode heho se onluy�o que es diagonal positiva. Por otra parte, el uso de unaprobabilidad de ruza p < 1 da a la matriz de transii�on la propiedad de sertambi�en diagonal positiva [1℄.En resumen, tenemos en este aso que la matriz M es irreduible y lasmatries C y S son olumna-permisibles; por tanto por el Lema 2.2.3 lamatriz P = CMS es nuevamente irreduible. As�� pues, todos los resultadosde la sei�on anterior siguen siendo v�alidos (reordemos que en la sei�onanterior la matriz P es primitiva y, en onseuenia, irreduible).
44



Cap��tulo 4Tiempo de ConvergeniaEl problema de araterizar el omportamiento de los AG en varios domin-ios es omplejo puesto que var��a on la apliai�on as�� omo on los par�ametrosde implementai�on.En este ap��tulo se mostrar�a el trabajo basado en adenas de Markov quese llev�o a abo para estimar el tiempo de onvergenia de un AG.4.1. AnteedentesComo anteedentes a este trabajo, a ontinuai�on se presentan los modelosdesarrollados por Carol A. Ankenbrandt [2℄ y Sushil J. Louis & Gregory J.E. Rawlins [35℄.4.1.1. Modelo Basado en Convergenia de AlelosEn [2℄, Carol A. Ankenbrandt obtiene una ota para el tiempo de ejeu-i�on neesario para la onvergenia del AG mediante una senilla prueba deindui�on matem�atia.Aunque en el trabajo de Ankenbrandt se obtienen resultados para al-goritmos binarios y no binarios, nos limitaremos a presentar los resultadosorrespondientes a los binarios. Sin embargo, abe menionar que los resul-tados para los algoritmos no binarios son an�alogos y representan el mismogrado de di�ultad.En este trabajo se analiza la onvergenia en funi�on de los valores quetoman ada uno de los alelos por separado, es deir, se onsiderar�a que el AG45



ha onvergido uando ada alelo ha onvergido. De esta manera, se analizas�olo el tiempo que le toma a un alelo onverger.Sea t el tiempo y Pi la propori�on de alelos que han tomado el valor 1en el tiempo t = i en una posii�on partiular j. Sea f1 la aptitud de todoslos individuos que han tomado el valor 1 en la posii�on j y sea f0 la aptitudde todos los organismos que han tomado el valor 0 en esa misma posii�on.Sea r = f1=f0 la raz�on de aptitud y asumamos que se mantiene onstante atrav�es del tiempo.De lo anterior, se tiene la siguiente relai�on de reurrenia:Pt+1 = f1Ptf1Pt + (1� Pt)f0 = rPt1 + (r � 1)PtA partir de la f�ormula anterior se pueden obtener los t�erminos P1, P2 y P3en t�erminos de P0 (omitiendo las operaiones intermedias):P1 = rP01 + (r � 1)P0P2 = r2P01� P0 + r2P0P3 = r3P01� P0 + r3P0De lo anterior se intuye la f�ormula general:Pt = rtP01� P0 + rtP0la ual ser�a demostrada por indui�on:1. El aso base es laramente v�alido (P1).2. El siguiente paso es demostrar:Pt = rtP01� P0 + rtP0 ) Pt+1 = rt+1P01� P0 + rt+1P03. Demostrai�on:Relai�on de reurrenia: Pt+1 = rPt1 + (r � 1)Pt46



Sustituyendo Pt: Pt+1 = r h rtP01�P0+rtP0 i1 + (r � 1) h rtP01�P0+rtP0 iPt+1 = r(t+1)P0(1� P0) + rtP0 + (r � 1)(rtP0)Pt+1 = r(t+1)P0(1� P0) + (1 + r � 1)rtP0Pt+1 = r(t+1)P0(1� P0) + rt+1P0De esta manera ha sido demostrado que la propori�on de alelos que hantomado el valor de 1 en el tiempo t en una posii�on partiular j puede seralulada on la f�ormula: Pt = rtP01� P0 + rtP0Sea t el tiempo neesario para que el sistema onverja y Pf el valor de Pt ental instante. Tenemos entones:Pf = rtP01� P0 + rtP0Despejando t (se omiten las operaiones):t = ln hPf (1�P0)P0(1�Pf )iln rAs�� pues, asumiendo que el tama~no de la poblai�on es m proederemos aobtener el valor de t en el peor aso y en el aso promedio. En ambos asosse asume una onvergenia on tolerania  de tal manera que Pf = 1� .47



1. En el peor aso en la poblai�on iniial s�olo un alelo ha tomado el valororreto por lo que en este aso: P0 = 1=m. Por lo que se obtiene:t = ln((m� 1)2)ln r2. En el aso promedio se tiene que P0 =0.5. Por lo tanto:t = ln(m� 1)ln rEn este trabajo �nalmente se alara que para obtener una ota m�as real enuna ierta apliai�on es neesario multipliar el orden de los valores obtenidosanteriormente por el orden orrespondiente del proeso de evaluai�on seg�unsea el aso.4.1.2. Modelo Basado en Distanias de HammingDado que la selei�on natural usa la diversidad en una poblai�on para darlugar a la adaptai�on, en [35℄ Louis & Rawlins argumentan que ignorandolos efetos de la mutai�on, si no existe diversidad no hay nada en lo que laselei�on natural pueda trabajar, por lo que usan una medida de diversidadpara estimar el tiempo de onvergenia neesario.As�� pues, seg�un [35℄, un AG onverge uando toda la poblai�on es id�entiao uando la diversidad es m��nima. Usando un promedio de las distanias deHamming entre todos los miembros de una poblai�on omo una medida dediversidad, los autores derivan una ota superior para el tiempo neesariopara llegar a un estado de diversidad m��nima en el ual el AG posiblementeno pueda ya progresar de manera signi�ativa. Sin embargo, el an�alisis quese va a presentar no predie de ninguna manera la alidad de la solui�on ala que se ha onvergido.El modelo asume un AG on selei�on proporional, ruza de n-puntos ysin mutai�on. Sea l la longitud de los individuos de la poblai�on. El promediode distanias de Hamming en la poblai�on iniial se puede aproximar bastantebien on un distribui�on normal on media h0:h0 = l=2y desviai�on est�andar s0: s0 = pl=248



Dado que se est�an ignorando los efetos de la mutai�on, el promedio dedistanias de Hamming de una poblai�on que ya onvergi�o es ero. Por lotanto se proeder�a a analizar los efetos de la selei�on y la ruza.Respeto a los efetos ausados por la ruza, se tiene lo siguiente:Lema 4.1.1 Los operadores de ruza tradiionales, omo la ruza de n-puntos, no ambian el promedio de las distanias de Hamming de una poblai�ondada.Demostrai�on Se probar�a que el promedio de las distanias de Hammingen la generai�on t + 1 es el mismo que en la generai�on t bajo el efeto dela ruza. Asumiendo un alfabeto binario, podemos expresar el promedio dedistanias de Hamming de la poblai�on en la generai�on t omo la suma delos promedios para ada uno de los l genes. Sea hi;t el promedio de Hammingdel gene i: ht = lXi=1 hi;tEntones el promedio de Hamming en la siguiente generai�on es:ht+1 = lXi=1 hi;t+1En la ausenia de selei�on y mutai�on, la ruza s�olo ambia el orden en elual se suman las ontribuiones de ada gene. Esto es:hi;t = hi;t+1Por lo tanto: ht = ht+1Habiendo visto que la ruza no afeta el promedio de Hamming se proed-er�a a analizar el efeto de la selei�on. La selei�on es la parte de un AG quedepende del dominio en uesti�on. Obtener una ota superior para el tiempode onvergenia es asumir el peor aso y estimarlo, por lo que se usar�a lafuni�on: f(x) = onstanteesta funi�on no ontiene ning�un tipo de informai�on �util para un algorit-mo de b�usqueda, por lo que ning�un algoritmo podr�a haerlo mejor que la49



b�usqueda aleatoria. Sin embargo, el AG perder�a diversidad y eventualmenteonverger�a graias al desv��o gen�etio [35℄.As�� pues, una expresi�on para el tiempo de onvergenia en este aso nosda una ota superior para el AG en ualquier funi�on est�atia.Si una poblai�on de tama~noN ontiene una propori�on pi del alelo binarioi, entones la probabilidad de que se produzan k opias del alelo i en lasiguiente generai�on es:  Nk ! pki (1� pi)N�kUsando esta distribui�on se tiene que alular la probabilidad de que ourrauna ierta freuenia del alelo i en las generaiones siguientes. Sea f(p; t) laprobabilidad de que el alelo tenga una freuenia p en la generai�on t, donde0 < p < 1, entones[12℄:f(p; t) = 6p0(1� p0)N �1� 2N �tdonde p0 es la freuenia del alelo i en t = 0. La funi�on anterior espei�a laprobabilidad de que un alelo no haya onvergido, por lo que la probabilidad deque el valor del alelo est�e �jo, es deir, que haya onvergido en la generai�ont es: P(t) = 1� f(p; t)Apliando esto a un AG y asumiendo que los alelos onvergen de maneraindependiente, la probabilidad de que todos los alelos hayan onvergido enla generai�on t es: P(t) = "1� 6p0(1� p0)N �1� 2N �t#lAs�� pues, la euai�on anterior nos da el tiempo de onvergenia del AG paraualquier funi�on est�atia. Sin embargo, predeir el omportamiento en elaso de una funi�on arbitraria es m�as dif��il debido a las propiedades nolineales que introdue la selei�on.De manera general y asumiendo que la similaridad en las adenas impliasimilaridad en los valores de aptitud, podemos plantear la siguiente euai�onpara el ambio en el promedio de Hamming por generai�on:ht+1 = f(ht)50



1. El teorema de los esquemas [26℄ india que f(ht) es lineal:ht+1 = aht � b2. En la ausenia de mutai�on el promedio de Hamming �nal es ero, loual implia que b = 0.Lo anterior nos da la relai�on: ht+1 = ahtResolviendo por reurrenia obtenemos la solui�on general:ht = ( l=2 t = 0ath0 t > 0De esta manera, en ualquier apliai�on espe���a es posible estimar el valorde a midiendo el promedio de Hamming durante una orrida del AG.4.2. Modelo Basado en Cadenas de MarkovEn el Cap��tulo 2 se presentaron algunos resultados aera de la matriz fun-damental orrespondiente a la matriz de transii�on de una adena de Markov.Como vimos, tal matriz puede usarse para alular los tiempos esperados deonvergenia de la adena. En este ap��tulo apliaremos tales resultados a laorrespondiente matriz de transii�on del AGE.Rudolph [41℄ mostr�o que la matriz del AGE tiene la forma:P+ =  P 0R T !donde P es la matriz de transii�on del AGS y:R = 0BB� PE21...PE2l;1 1CCAT = 0BB� PE22... . . .PE2l;2 � � � PE2l;2l 1CCAdonde Eij son los orrespondientes bloques de la matriz de elitismo E.Puesto que en el modelo de Rudolph la matriz P orresponde on laspoblaiones uyo s�uper individuo es el �optimo global, podemos onsiderar que51



al estar la adena en uno de esos estados, se ha terminado el proeso. Luego,ualquier ambio en la poblai�on puede ignorarse pues el s�uper individuo nose modi�ar�a. As�� pues, podemos reesribir la matriz omo:P+ =  I 0R T !Podemos ver laramente ahora que la adena de Markov orrespondienteal AGE es absorbente. De auerdo a la De�nii�on 2.2.4, la matriz fundamentalque nos interesa en este aso es:N = (I �T)�14.2.1. Estudio de la Matriz del AGE (P+)Puesto que nuestro objetivo es onoer la matriz fundamental N, enprimer lugar proederemos a estudiar la estrutura de la matriz bloque T.Como reordaremos, una vez teniendo la matriz P se proedi�o a onstruirla matriz P+ de la siguiente manera:P+ = 0BBBB� P P . . . P 1CCCCA0BBBB� E11E21 E22... ... . . .E2l;1 E2l;2 � � � E2l;2l 1CCCCA= 0BBBB� PE11PE21 PE22... ... . . .PE2l;1 PE2l;2 � � � PE2l;2l 1CCCCAMatriz PEn esta sei�on estudiaremos los elementos de la matriz P. Como sabe-mos, diha matriz es resultado del produto:P = CMSpor lo que a ontinuai�on se espei�ar�an los elementos de las matries or-respondientes. 52
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Figura 4.1: Ejemplo del �alulo de la probabilidad de ruza uniforme. Els��mbolo � se represent�o on la letra x.Elementos de la Matriz de CruzaSe modelaron los elementos de 2 tipos de ruza: uniforme y de un punto.Para ello se de�ni�o la siguiente operai�on:� 0 10 1 01 0 1La operai�on� no es m�as que la negai�on del o�exlusivo, y se apliar�a en-tre los bits orrespondientes a una posii�on �ja de un padre y un posible hijo.De manera que si los bits son iguales, el resultado es 1 y es 0 en aso ontrario.I Cruza uniforme:Cuando se lleva a abo la ruza uniforme (suponiendo un porentajede ruza de 0.5) ada bit de un nuevo hijo tiene 0.5 de probabilidad deser igual al orrespondiente bit de ada uno de los dos padres. Usandoeste heho se desarroll�o la f�ormula siguiente:53



ij = nYq=1(0.5)l lYr=1 �(q)Xs=�(q)�1 �rs(i)� �rq(j)donde �(q) = 2b q+12 .Intuitivamente, dados dos padres y un posible hijo, la probabilidad deobtener el segundo de los primeros no es m�as que el produto de laprobabilidad de obtener de manera independiente ada bit del hijo apartir de los padres. Por otra parte, la probabilidad de obtener un iertobit del hijo es: 1 si los orrespondientes bits de los padres son igualesentre ellos y al bit que se quiere obtener, 0.5 si los bits de los padresson diferentes y 0 si los bits de los padres son iguales entre ellos perodistintos al bit del hijo. La �gura 4.1 muestra un ejemplo del �alulode la probabilidad.II Cruza de un punto. Asumiendo que el punto de ruza se esoge aleato-riamente se obtiene que:ij = nYr=1 24 lXk=1 1l 0�(k�1)+�Ys=1+� (�s�(r)(i)� �sr(q)) (l�1)��Ys=k�� (�s�(r)+1(i)� �sr(q))1A35donde � = (1� rmod2)(k � 1) y � = (1� rmod2)(l � k).En este aso, si suponemos �jo el punto de ruza, s�olo tenemos queveri�ar si los bits del primer padre desde el iniio de la adena hastael punto de ruza son iguales todos a los orrespondientes del hijo yveri�ar que los que restan sean iguales (todos tambi�en) a los orre-spondientes del segundo padre. En este aso, los t�erminos de la matrizs�olo pueden ser ero o uno. De manera que el t�ermino total es el resul-tado de la suma de las probabilidades para ada posible punto de ruzamultipliadas por la probabilidad de elegir ada punto.Elementos de la Matriz de Mutai�onComo reordaremos, Rudolph modela el AG usando mutai�on uniforme.Los elementos orrespondientes son:mij = pHijm (1� pm)N�Hij54



donde pm es la probabilidad de mutai�on y Hij es la distania de Hammingentre las poblaiones i y j. Puesto que la mutai�on se aplia on probabilidadpm a ada bit, la expresi�on del elemento mij es bastante senilla.Elementos de la Matriz de Selei�onLa selei�on modelada es la onoida omo selei�on proporional. Co-mo sabemos, en tal selei�on ada individuo tiene una probabilidad de serseleionado proporional a su aptitud, de donde:sij = 8<: Qnk=1 f(�k(j))(Pnk=1 f(�k(i)))n si �k(j) 2 f�r(i)jr = 1; � � � ; ng 8k = 1; � � � ; n:0 de otra manera.en donde f es la funi�on objetivo (aptitud).Elementos de la Matriz PDado que la matriz P es el produto de las matries de ruza, mutai�ony selei�on, tenemos que: pij = nXp=1( nXq=1 iqmqp)spjpor lo que:pij = nXp=124 nXq=10� nYr=1(0.5)l lYs=1 �(r)Xt=�(r)�1 �st (i)� �sr(q)1A�pHqpm (1� pm)N�Hqp�35 Qnk=1 f(�k(j))(Pnk=1 f(�k(p)))n
Matriz ELa matriz E es la siguiente:0BBBB� E11E21 E22... ... . . .E2l;1 E2l;2 � � � E2l;2l 1CCCCA55
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olumna de bloques (orrespondiente a las poblaiones que tienen al �optimoomo s�uper individuo) es laro que en una olumna orrespondiente a unapoblai�on uyo m�aximo sea el �optimo habr�a un 1 en ada bloque, pues estoquiere deir que el s�uper individuo de esa poblai�on pasar�a a ser el �optimo enaso de no serlo, para ada uno de los bloques. Digamos entones que todaslas poblaiones uyo m�aximo es el �optimo se \quedan" en el primer bloquede olumnas. An�alogamente, las poblaiones uyo m�aximo sea el i � �esimomejor individuo se \quedar�an" en el i� �esimo bloque. As�� pues, en el bloquede olumnas i habr�a un m�aximo de (2l � i+ 1) unos por olumna. Es deir,tantos unos omo bloques haya en la olumna puesto que en ada bloquehabr�a una poblai�on uyo m�aximo sea el individuo i.De esta manera, onforme desendemos a lo largo de las �las de bloques,las poblaiones se van \repartiendo" a lo largo de la �la dependiendo de laalidad de su m�aximo individuo.Para ejempli�ar lo anterior, a partir de este momento asumiremos quedentro de ada bloque las poblaiones se enuentran ordenadas (por on-juntos dentro de los uales no importa el orden) de auerdo a la alidad desu m�aximo individuo. Digamos que se tienen 3 poblaiones y tres posibless�uper individuos, la matriz de elitismo orrespondiente tendr�a la forma quese muestra en la �gura 4.4.Obviamente, el aso que se ha usado omo ejemplo resulta bastante irrealpues de heho ser��a muy dif��il enontrarse on un problema on 3 posiblespoblaiones y 3 posibles s�uper individuos, adem�as de que a ada poblai�onse le est�a asignando un individuo m�aximo diferente.En general, es laro que el n�umero de poblaiones uyo m�aximo es el i��esimo mejor individuo desiende onforme i aumenta (si el m�aximo individuoes el i, en el resto de la poblai�on s�olo podemos enontrar N � i individuosdistintos); sin embargo, no llega a ser ero para ning�un valor de i.A ontinuai�on se presentar�a el m��nimo aso que se apega a las ondiionesomunes de los Algoritmos Gen�etios.Consideremos pues el aso m�as simple. Sea l = 2 y n = 2, esto nos da untotal de 22�2 = 24 = 16 poblaiones a onsiderar por el AG. Sin embargo,s�olo on �nes de ilustrar m�as f�ailmente nuestro ejemplo onsideraremos elheho de que de manera formal el n�umero neto de poblaiones es [39℄:N =  n+ r � 1r � 1 !
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A ontinuai�on se muestran los resultados obtenidos usando las nuevasmatries:Caso I. 3 individuos - 3 poblaiones. Se tienen 6 estados transitorios.Tiempos esperados usando una etiqueta para ada olumna:�1�1 + p2 + p3para todos los estados transitorios.Caso II. 4 individuos - 10 poblaiones. Se tienen 30 estados transitorios.Tiempos esperados usando una etiqueta para ada olumna:�1�1 + p5 + p6 + p7 + p8 + p9 + p10para todos los estados transitorios.4.2.3. ExperimentosSe llevaron a abo las pruebas orrespondientes al aso de 10 poblaionesy 4 individuos. En este aso ada poblai�on onsta de 2 individuos y adaindividuo es de longitud 2. Como menionamos anteriormente, el n�umeroneto de poblaiones para el AG en este aso es de 16.Con �nes de poder jerarquizar a los uatro individuos, se de�ni�o la fun-i�on: f(x1x2) = x1 + 0.5x2 + 0.5Por ejemplo: f(01) = 0 + 0.5 � 1 + 0.5 = 1.0Como la funi�on f es estritamente positiva para ualquier individuo, �estamisma se us�o omo funi�on de aptitud. En la siguiente tabla se muestran losuatro posibles individuos, su orrespondiente aptitud y su jerarqu��a:individuo aptitud jeraqu��a00 0.5 401 1.0 310 1.5 211 2.0 164



A ontinuai�on se presenta la tabla on las orrespondientes 16 pobla-iones organizadas de auerdo al individuo m�aximo orrespondiente:M�aximo No. individuos1 1 11 001 2 11 011 3 11 101 4 11 111 5 10 111 6 01 111 7 00 112 8 10 002 9 10 012 10 10 102 11 01 102 12 00 103 13 01 003 14 01 013 15 00 014 16 00 00Como podemos ver, se tienen 7 poblaiones que tienen omo m�aximo al�optimo, 5 que tienen omo m�aximo al segundo mejor, 3 al terero mejor yuna al peor individuo. Adem�as, dentro de estos grupos no importa el orden.De auerdo al modelo desrito en el Cap��tulo 3, la adena orrespondienteal AGE tiene en total 16 estados absorbentes (u �optimos), es deir, todas lasposibles poblaiones pero on el �optimo omo s�uper-individuo, y 48 estadostransitorios, o sea, las dieis�eis posibles poblaiones pero on el segundo,terero o peor individuo omo s�uper-individuo.Usando las expresiones obtenidas y el proedimiento desrito en la sei�onanterior, se onstruyeron las orrespondientes matries de ruza, mutai�on yselei�on, y posteriormente la orrespondiente matriz P. Asimismo, se on-struy�o la matriz E y �nalmente se obtuvo la matriz P+. A partir de �esta�ultima, se obtuvo la matriz bloque T, la ual da lugar a la matriz fundamen-tal N.Puesto que en nuestro modelo la probabilidad de ruza (p) se �j�o onel valor 1, dado que el tama~no de la poblai�on y la longitud de los individ-uos est�an �jos tambi�en, los resultados s�olo dependen de la probabilidad demutai�on (pm). 65



Por otra parte, se orri�o un AG on las ondiiones impuestas por elmodelo dentro de las que se hae notar que el s�uper-individuo (individuoelitista) no debe intervenir en el proeso evolutivo. Los par�ametros �jos parael AG fueron: tama~no de poblai�on = 2longitud del romosoma = 2probabilidad de ruza = 1.0Sea g la variable aleatoria uyo valor es el n�umero de iteraiones neesariaspara la onvergenia del AG.A ontinuai�on se muestra el valor esperado de la variable g (E[g℄) yla desviai�on est�andar (D[g℄) orrespondiente, obtenidos (usando MATH-EMATICA 4.0) por el modelo te�orio (MT) desarrollado y los resultadosobtenidos por el AG, para los uales se hiieron 100 orridas on semilla dealeatorios distinta:pm AG MTE[g℄ D[g℄ E[g℄ D[g℄0.001 345.05 540.001 514.137 660.7810.005 90.98 131.4615 103.782 132.470.01 40.89 54.01943 52.4913 66.43350.03 13.0 16.8367 18.3079 22.41550.07 5.08 7.036241 8.56138 9.852610.1 4.69 6.5 6.38044 7.030.2 2.69 3.47 3.87256 3.780540.5 1.32 1.847083 2.52747 1.96485En la �gura 4.10 se muestra la gr�a�a de los valores obtenidos por ambosm�etodos. Como podemos ver, los valores obtenidos por el modelo te�orioresultan ser mayores que los valores obtenidos por el AG, en todos los asos.Tal vez los valores que se obtuvieron en los asos de pm =0.001, 0.005,0.01 pareer�an muy altos, pero son orretos desde el siguiente punto de vista:si reordamos la tabla de todas las posibles poblaiones, aproximadamenteel 46% (poblaiones 1 a 7) ontiene al �optimo, y s�olo las poblaiones 9 y11 ontienen los esquemas neesarios para dar lugar al �optimo mediante laruza. En onlusi�on, aproximadamente el 40% de las posibles poblaionesno ontiene al �optimo ni a los esquemas neesarios para dar lugar a �el. Dadoque la poblai�on es muy peque~na el n�umero de mutaiones llevadas a abo en66
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Por supuesto, el problema disutido es menor onforme se aumenta laprobabilidad de mutai�on, lo ual se reeja en los resultados que se mostraronanteriormente.Por otra parte, la matriz P orrespondiente al valor pm =0.5 fue la �uniaque tuvo la arater��stia de tener una etiqueta pi para ada olumna i. Talpropiedad fue ausada muy probablemente por el heho de que la probabil-idad de pasar mediante la mutai�on de la poblai�on i a la poblai�on j esla misma independientemente de i y j. En este aso, la f�ormula obtenidaanteriormente dio los resultados orretos, omo era de esperarse.4.3. ConlusionesHemos visto que los modelos existentes para estimar el tiempo de onver-genia del AG son bastante burdos y, por la misma raz�on, bastante lejanosal omportamiento real de diho algoritmo.En este ap��tulo se desarroll�o un meanismo para estimar el tiempo deonvergenia del AG mediante un modelo basado en adenas de Markov.De manera general, resulta muy ompliado obtener una expresi�on parael valor busado en t�erminos de los par�ametros del AG, porque es neesarioonoer todos y ada uno de los elementos de la matriz de transii�on estudi-ada. Por este motivo, las dimensiones de tal matriz omplian sobremaneralos �alulos neesarios.Por otra parte, los elementos de diha matriz son lo su�ientemente om-plejos omo para lasi�arlos o aotarlos de manera adeuada, por lo que elonoimiento de la matriz es pr�atiamente una ondii�on neesaria.Los resultados de los experimentos llevados a abo para el aso m�as sen-illo onsiderado real nos llevan a onluir que el modelo es orreto. Sin em-bargo, est�a laro que en tal aso fue relativamente senillo obtener la matrizP orrespondiente, proeso que por lo general ser�a ada vez m�as ompliadoonforme el tama~no de la poblai�on y de los individuos aumenta.Supongamos que la poblai�on onsta de 50 individuos de longitud 5, lamatriz P orrespondiente es de tama~no 2250� 2250. En general, el tama~no dela matriz ree de manera exponenial.As�� pues, podemos onluir que, desde un punto de vista pr�atio, lasadenas de Markov no resultan una herramienta te�oria reomendable paraeste an�alisis. Sin embargo, existen otras alternativas a las que se podr��a re-urrir, omo por ejemplo: la me�ania estad��stia [40℄, los enfoques de inter-68



pretai�on geom�etria [51℄ y el modelado en base a una b�usqueda aleatoria yaoplamiento variable de los operadores gen�etios [52℄.
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Cap��tulo 5Algoritmos EvolutivosMulti-Objetivo (AEMO)En este ap��tulo se presenta una introdui�on a los Algoritmos EvolutivosMulti-Objetivo. En primer lugar, se de�ne el problema que se quiere resolveren este aso y, posteriormente, se desriben los prinipales Algoritmos Evo-lutivos que se han desarrollado para tal �n.5.1. Introdui�onDada la apaidad natural (debido al uso de la poblai�on) de manejarsimult�aneamente varias posibles soluiones a un ierto problema, los Algo-ritmos Evolutivos han sido usados para resolver problemas de optimizai�onmultiobjetivo del tipo:(MO) min~f(~x) = (f1(~x); f2(~x); � � � ; fk(~x))donde fi : IRn ! IR para i = 1; :::; k son las funiones objetivo, ~f : X � IRn !IRk es la funi�on multiobjetivos, y ~x 2 X es llamado vetor de variables dedeisi�on.Para desribir el onepto de optimalidad en el que estamos interesados,usaremos la siguiente relai�on en IRk: deimos que ~u � ~v si ui � vi para todoi = 1; : : : ; k, y que ~u < ~v si ~u � ~v pero ~u 6= ~v. En este �ultimo aso, deimosque ~u domina a ~v y en lugar de ~u < ~v esribimos ~u � ~v.Resumiendo, en el onjunto F = ~f(X) podemos de�nir la siguienterelai�on: 71
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Figura 5.1: Ejemplo de los individuos no dominados y del frente de Paretopara un problema de dos variables y dos objetivos.De�nii�on 5.1.1 (Dominania de Pareto) Un vetor ~u = (u1; :::; uk) 2IRk se die que domina a ~v = (v1; :::; vk) 2 IRk (denotado por ~u � ~v) si ys�olo si ~u < ~v.De�nii�on 5.1.2 Un vetor de variables de deisi�on ~x� 2 X es un �optimode Pareto para el problema MO si no existe otro vetor de variables dedeisi�on ~x 2 X tal que ~f(~x) � ~f(~x�).Sea X� = f~x� 2 Xj~x� es �optimo de Paretog. Los elementos de X� sontambi�en llamados no dominados y el onjunto F� = ~f(X�) se denominafrente de Pareto. La �gura 5.1 muestra un ejemplo de estos oneptos paraun problema en el que tanto el espaio de las variables de deisi�on omo elde los objetivos tienen dimensi�on dos.5.2. El Primer AEMOLa primera implementai�on de lo que ahora se denomina un AlgoritmoEvolutivo Multi-Objetivo (AEMO) fue heha por Sha�er a mediados de los80's, uando introdujo el denominado Vetor Evaluated Geneti Algorithm(VEGA) [46, 47℄. 72



VEGA b�asiamente onsiste de un AG simple on un meanismo de se-lei�on modi�ado. En ada generai�on, un ierto n�umero de sub-poblaionesson generadas llevando a abo una selei�on proporional de auerdo a algunade las funiones objetivo para ada sub-poblai�on. As��, para un problema onk funiones objetivo se forman k sub-poblaiones. Posteriormente, las sub-poblaiones vuelven a mezlarse para obtener una poblai�on nueva a partirde los operadores gen�etios onvenionales (ruza y mutai�on).Sha�er not�o que las soluiones que VEGA generaba eran no dominadaspero s�olo respeto a la poblai�on atual, lo ual es una de�ienia del algo-ritmo. Por otra parte, el algoritmo sufre el problema onoido omo \espe-iai�on", es deir, la formai�on de espeies dentro de la poblai�on, formadaspor individuos que son muy buenos en diferentes aspetos pero que no nee-sariamente odi�an buenas soluiones ompromiso. Este problema se debelaramente al meanismo de selei�on utilizado, pues VEGA seleiona in-dividuos que destaan en s�olo uno de los objetivos a la vez, dando lugaral prinipal problema del algoritmo: las posibles soluiones ompromiso, esdeir, las soluiones buenas en promedio para todos los objetivos, no tienenposibilidades de sobrevivir puesto que no son las mejores en ninguna de lasfuniones objetivo.Desde mediados de los 80's hasta mediados de los 90's se desarrollaronalgunos AEMO relaionados on algoritmos evolutivos que usaban funionesagregativas (normalmente lineales) [30, 57℄, ordenamientos lexiogr�a�os [19℄y enfoques basados en vetores meta [24℄.5.3. AEMO's de Primera Generai�onLa primera generai�on de AEMO's surge on la propuesta de David Gold-berg en 1989 al analizar VEGA y proponer un meanismo de selei�on basadoen el onepto de optimalidad de Pareto [23℄. Adem�as, Goldberg tambi�en su-giri�o el uso de alguna t�enia para mantener diversidad (partiularmentelos nihos [13℄), dado que debido a los ruidos esto�astios, los algoritmosevolutivos tienden a generar una solui�on �unia independientemente de ladistribui�on iniial.Los algoritmos m�as representativos de esta generai�on son los siguientes:1. Nondominated Sorting Geneti Algorithm (NSGA)Este algoritmo gen�etio fue propuesto por Srinivas y Deb en 1994 [49℄.73



Su prinipal arater��stia es que antes de llevar a abo la selei�on, losindividuos son lasi�ados de la siguiente manera: a todos los individuosno dominados se les asigna jerarqu��a 1 y una aptitud proporional altama~no de la poblai�on, que adem�as permita que todos ellos tenganlas mismas posibilidades de ser seleionados. Posteriormente, se lesaplia un meanismo onoido omo \�tness sharing" (ompartii�on deaptitud) que onsiste en determinar una veindad para ada individuo(en un radio �share de�nido por el usuario) y disminuir su aptitud demanera proporional al n�umero de individuos de su mismo rango que seenuentren dentro de ella. Tales veindades son llamadas om�unmentenihos.A ontinuai�on, este grupo de individuos de jerarqu��a 1 es ignoradoy el proeso se repite. Esta vez los individuos no dominados tendr�anjerarqu��a 2 y una aptitud menor a la de los individuos de jerarqu��a 1.El proeso ontin�ua suesivamente hasta que no queden individuos sinlasi�ar. La �gura 5.2 ilustra el proeso de jerarquizai�on del NSGA.Puesto que los individuos de jerarqu��a 1 tienen la aptitud m�as al-ta, ser�an seleionados un n�umero mayor de vees que el resto de lapoblai�on, lo que permitir�a la b�usqueda de individuos no dominados.El meanismo de ompartii�on de aptitud ayuda a la distribui�on de lapoblai�on a lo largo del frente de Pareto.2. Nihed-Pareto Geneti Algorithm (NPGA)Este algoritmo gen�etio fue propuesto por Horn y Nafpliotis en 1994[28℄. El NPGA usa un esquema de torneo basado en dominania dePareto: dos individuos de la poblai�on son seleionados de maneraaleatoria y son omparados ontra un subonjunto de la poblai�ontambi�en esogido aleatoriamente (normalmente se esoge el 10% dela poblai�on). Si uno de los dos individuos es dominado y el otro no, elindividuo no dominado gana el torneo. Si los dos individuos son domi-nados o no dominados, el ganador se elige de auerdo a un meanismode ompartii�on de aptitud que india el n�umero de individuos que seenuentran en el mismo niho de ada ontendiente y el individuo onmenos veinos gana. La �gura 5.3 ilustra los nihos de dos individuosandidatos. N�otese que el NPGA no asigna jerarqu��as.3. Multi-Objetive Geneti Algorithm (MOGA).Propuesto por Fonsea y Fleming en 1993 [18℄. En este algoritmo74
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Finalmente, se lleva a abo un meanismo de ompartii�on deaptitud similar al usado por el NSGA:a) Se alula:�(dij) = ( 1� ( dij�share ); dij < �share0; de otra maneradonde dij es la distania eulidiana (en el espaio de las vari-ables o de las funiones objetivo) entre los individuos i y j, y�share es el radio de los nihos.b) La aptitud del individuo i se modi�a usando:fSi = fiPMj=1 �(dij)donde M es el tama~no de la poblai�on.Este algoritmo implementa restriiones a la ruza de manera que in-dividuos de nihos distintos no deben ruzarse.Los AEMO's de la primera generai�on estuvieron prinipalmente ara-terizados por el uso de meanismos de selei�on basados en la dominaniade Pareto y por el uso de diferentes tipos de meanismos de ompartii�on deaptitud para mantener diversidad.5.4. AEMO's de Segunda Generai�onLa introdui�on de la noi�on de elitismo di�o paso a la segunda generai�onde AEMO's. El elitismo en optimizai�on evolutiva multi-objetivo normal-mente es implementado a trav�es de una poblai�on externa, tambi�en onoidaomo poblai�on seundaria, en la que se van almaenando los individuos nodominados enontrados a lo largo de la b�usqueda. Sin embargo, el elistismotambi�en es posible de implementar mediante el uso de selei�on (�+�), en laque los padres ompiten ontra los hijos y aquellos no dominados se retienenpara la siguiente generai�on. En ualquiera de los dos asos, eventualmentese haen neesarias iertas restriiones que ayuden a obtener un onjuntode individuos no dominados on la mejor distribui�on posible.A ontinuai�on se presentan los prinipales algoritmos de esta generai�on:77



1. Strength Pareto Evolutionary Algorithm (SPEA)Este algoritmo fue propuesto por Zitzler y Thiele [50℄. Usa un arhivoexterno en el que almaena los individuos no dominados que va enon-trando, atualiz�andolo en ada generai�on. Para ada uno de los indi-viduos que son insertados en el arhivo externo, se alula un valor defortaleza similar a las jerarqu��as de MOGA puesto que es proporionalal n�umero de individuos que una solui�on dada domina. La aptitudde ada individuo de la poblai�on atual es alulada de auerdo a losvalores de fortaleza de los individuos del arhivo externo a los ualesdomina. Para mantener diversidad, SPEA usa una t�enia de lusteringllamada m�etodo de enadenamiento promedio (average linkage method)[38℄.2. Strength Pareto Evolutionary Algorithm 2 (SPEA2)La segunda versi�on de SPEA fue propuesta por Zitzler y sus olegasreientemente [58℄. El algoritmo tiene b�asiamente tres diferenias onrespeto a SPEA: asigna aptitudes tomando en uenta la antidad deindividuos que domina y que dominan a una solui�on dada, usa unat�enia de estimai�on de densidad de veinos que gu��a la b�usqueda demanera m�as e�iente e inorpora un meanismo para trunar el arhivoexterno que garantiza la preservai�on de soluiones de frontera.3. Pareto Arhived Evolution Strategy (PAES)Este algoritmo fue propuesto por Knowles y Corne [33℄. Es el algoritmom�as simple posible de optimizai�on evolutiva multi-objetivo. Consistede una estrategia evolutiva (1+1) (un �unio padre genera un �unio hijo)en onjunto on un arhivo externo en el que se almaenan algunas delas soluiones no dominadas enontradas. Este arhivo se usa omouna referenia ontra ada uno de los individuos que se obtienen omoresultado de la mutai�on.La parte m�as interesante de este algoritmo es la t�enia que usa paramantener diversidad: se trata de un rejilla que divide el espaio deb�usqueda de manera reursiva y que adem�as es auto-adaptable. Cadaindividuo es oloado en la elda de la rejilla que le orresponde seg�unsus oordenadas en el espaio de b�usqueda, de manera que se mantieneel ontrol del n�umero de individuos que se enuentran en ada eldapara obtener una mejor distribui�on de las soluiones obtenidas.4. Nondominated Sorting Geneti Algorithm II (NSGA-II)78



La versi�on revisada del NSGA fue propuesta reientemente por Deby sus olegas [12, 14℄. El NSGA-II es un algoritmo m�as e�iente queel NSGA desde un punto de vista omputaional debido a que usa unoperador de \rowding" (agrupamiento) para mantener diversidad. Esteoperador permite que individuos similares se reemplaen entre s��, estoon el �n de evitar que m�as y m�as individuos dominen un mismo niho.Este proeso es similar al que lleva a abo PAES mediante su rejillaadaptable. Este algorimo usa elitismo pero no mediante un arhivoexterno omo los algoritmos anteriores sino mediante una selei�on (�+�).5. Nihed-Pareto Geneti Algorithm 2 (NPGA2)Reientemente, Erikson y sus olegas propusieron una versi�on revisa-da del NPGA [15℄. Esta nueva versi�on usa jerarquizai�on Pareto peromantiene la selei�on de torneo. El elitismo en este algoritmo se in-luy�o de la misma manera que en el NSGA-II, mediante selei�on(� + �). En este aso, la ompartii�on de aptitud se lleva a abo on-tando en ada niho los individuos de la generai�on (inompleta) quese est�a formando y no la atual.6. Pareto Enveloped-based Seletion Algorithm (PESA)Este algoritmo fue propuesto por Corne y sus olegas [10℄. El algo-ritmo es muy pareido a PAES, pues la poblai�on interna es peque~namientras que la poblai�on externa es m�as grande y adem�as usa la mis-ma rejilla adaptable para mantener diversidad. Sin embargo, ahora lapoblai�on externa no s�olo determina el esquema de diversidad sino quetambien determina el meanismo de selei�on del algoritmo deidiendoqu�e soluiones ingresan en el arhivo externo mediante el operador deagrupamiento impl��ito en la rejilla adaptable.Existe una versi�on revisada de PESA propuesta por Corne y sus olegasreientemente [9℄ a la que denomin�o PESA-II. La prinipal difereniaentre PESA-II y PESA es que en este aso la selei�on est�a basada enregiones y no en individuos. Esta modi�ai�on se hizo prinipalmentepara mejorar el osto omputaional del algoritmo original.7. Miro Geneti Algorithm (miro-GA)Este algoritmo fue propuesto por Coello y Tosano [8℄. Se trata de unAG on una poblai�on muy peque~na (uatro individuos) y un proe-79



so de reiniializai�on. La �gura 5.5 muestra el funionamiento de estealgoritmo.En primer lugar, se genera un poblai�on de manera aleatoria. Estapoblai�on entra en la memoria de poblai�on, la ual est�a dividida endos poriones: una reemplazable y una no reemplazable. La pori�onno reemplazable no ambia en ning�un momento a lo largo de toda laorrida del algoritmo y se desempe~na omo un medio para proveer ladiversidad requerida. Por otro lado, la memoria reemplazable ambiaen ada ilo del miro-GA.En ada ilo del miro-GA, la poblai�on es tomada (on una iertaprobabilidad) de ambas poriones de la memoria, por lo que existe unamezla de individuos generados aleatoriamente (pori�on no reempla-zable) e individuos \evoluionados" (pori�on reemplazable). Duranteada ilo, el miro-GA aplia los operadores gen�etios de manera on-venional. Despu�es de que termina un ilo, dos vetores no dominadosson esogidos de la poblai�on �nal y son omparados on el ontenidode la poblai�on externa, la ual est�a iniialmente va��a. Si uno de ellos(o ambos) siguen siendo no dominados, se inluyen en diha memoriay se eliminan todos los individuos dominados.De esta manera, el miro-GA usa tres formas de elitismo: retiene in-dividuos no dominados enontrados en ada ilo, usa una memoriareemplazable que se atualiza a ada ierto n�umero de intervalos yreemplaza la poblai�on por las mejores soluiones obtenidas.
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Cap��tulo 6Teor��a de AEMOEl maro te�orio orrespondiente a la optimizai�on evolutiva multi-ob-jetivo es ompletamente diferente al que envuelve a la optimizai�on globalpues en este �ultimo aso el objetivo de la b�usqueda es obtener una solui�on�unia. Sin embargo, uando existen varios objetivos por optimizar, la tarea sevuelve muho m�as ompliada puesto que en general no existe una solui�on�unia al problema sino m�as bien un onjunto de soluiones ompromiso.En este ap��tulo se presentan y disuten los prinipales resultados te�ori-os que se han obtenido hasta la feha, orrespondientes a AEMOs. Por talraz�on, a ontinuai�on se presentan los preliminares al estudio de los algorit-mos enargados de diha tarea.6.1. Espaios Parialmente OrdenadosSi la relai�on reexiva, antisim�etria y transitiva � es v�alida en X en-tones el par (X;�) es llamado un onjunto parialmente ordenado. Si x yy son dos elementos de X tales que x � y pero x 6= y, entones se die quex � y.De�nii�on 6.1.1 Un elemento x� 2 X es llamado elemento minimal de(X;�) si no existe x 2 X tal que x � x�. El onjunto de todos los elementosminimales, denotado por M(X;�), se die que es ompleto si para adax 2 X existe un x� 2 M(X;�) tal que x� � x.Distintos puntos x; y 2 X se die que son omparables uando x � y oy � x; de otra manera, x y y son inomparables lo ual se denota omox k y. 83



Si ada par de puntos distintos de (X;�) es omparable entones (X;�)es llamado un onjunto totalmente ordenado o una adena. Si ada par depuntos distintos de (X;�) es inomparable entones (X;�) es llamado unaantiadena.Lema 6.1.1 Si (X;�) es un onjunto parialmente ordenado y 0 < jXj <1entonesM(X;�) es ompleto.Sea ahora f : IBl ! F = ff(x) : x 2 IBlg � IRn. Notemos que laDominania de Pareto (de�nida al iniio del Cap��tulo 5) de�ne una relai�onde orden estrito en F .Por lo tanto:(F ;�) es un onjunto parialmente ordenado yM(F ;�) ' frente de Pareto.Como hemos visto, los objetivos de la b�usqueda en este aso son los elementosminimales del espaio de b�usqueda.En seiones posteriores, dado X � IBl, se usar�a eventualmente la no-tai�on:Mf(X;�) :=M(f(X);�).6.2. Primera Generai�onComo reordaremos, los AEMO de primera generai�on se araterizaronpor el uso de la jerarquizai�on de Pareto y de los meanismos de tipo sharingpara mantener diversidad en la poblai�on.Los algoritmos que se desribieron en el ap��tulo anterior orrespondientesa esta generai�on fueron: NSGA, NPGA y MOGA. Como pudimos ver, lostres son AG's y omo ualquier algoritmo evolutivo pueden representarse atrav�es de su orrespondiente matriz de transii�on. De esta manera, el modelopresentado en el Cap��tulo 3 se aplia perfetamente a tales algoritmos.Si reordamos, en el Cap��tulo 3 se model�o un AG on matriz de transii�onirreduible, para lo ual se neesit�o que la matriz de transii�on de la mutai�onfuera positiva y la de la selei�on olumna permisible, lo ual est�a aseguradosi la mutai�on usada es uniforme y la selei�on es proporional o de torneo. Deesta manera, los algoritmos de primera generai�on mostrados anteriormentepueden adaptarse a tales ondiiones.A ontinuai�on propongo una de�nii�on de onvergenia an�aloga a lade�nii�on 3.1.1, pero para el ontexto de optimizai�on multiobjetivo:84



De�nii�on 6.2.1 Sea Mt = #f�tk(i)j�tk(i) 2 M(F ;�)g una seuenia devariables aleatorias representando el n�umero de elementos minimales del es-paio del b�usqueda dentro de la poblai�on representada por el estado i en elpaso t. Un algoritmo gen�etio multi-objetivo onverge al onjunto de elemen-tos minimales del espaio de b�usqueda si y s�olo si:limt!1PfMt = tampobg = 1donde tampob es el tama~no de la poblai�on del algoritmo.As�� pues, la onvergenia est�a en t�erminos del n�umero de elementos deM(F ;�) que ontiene la poblai�on del algoritmo en un ierto paso t. Deesta manera, ada poblai�on ser�a etiquetada on el n�umero de elementosminimales del espaio de b�usqueda que ontiene.A ontinuai�on presento un teorema en el que se demuestra que tales al-goritmos, al igual que ualquier AEMO de primera generai�on on matriz detransii�on irreduible (primitiva), no onverge en t�erminos de la de�nii�onanterior.Teorema 6.2.1 Un AEMO de primera generai�on on matriz de transii�onprimitiva no onverge aM(F ;�).Demostrai�on Sea i 2 S ualquier estado en el que Mt < tampob y pi(t) laprobabilidad de que el AEMO est�e en tal estado i en el paso t. Claramente,PfMt 6= tampobg � pi(t) , PfMt = tampobg � 1 � pi(t). Por el Teorema2.2.1 la probabilidad de que el AEMO est�e en el estado i onverge a pi(1) >0. Por lo tanto: limt!1PfMt = tampobg � 1� pi(1) < 1y por lo tanto, la ondii�on de onvergenia no se satisfae.Una vez demostrado que un AEMO de primera generai�on on matriz detransii�on primitiva no puede onverger al frente de Pareto en t�erminos de laDe�nii�on 6.2.1, queda por estudiar de qu�e manera afetan en la distribui�onde la poblai�on los meanismos de ompartii�on de aptitud (�tness sharing).85



6.2.1. NihosPuesto que los estados de la adena de Markov que modela el algoritmogen�etio tanto en su versi�on para un solo objetivo omo para multi-objetivoorresponden on la poblai�on del algoritmo en s��, y dado que los meanismosde ompartii�on de aptitud (es deir, la indui�on de nihos) introduen mo-di�aiones s�olo a los valores de aptitud de ada individuo, resulta ompliadomodelar los ambios que pueden generar la indui�on de nihos en la matrizde transii�on.Es laro que la matriz que es modi�ada por la indui�on de nihos es ladel operador de selei�on.Como un ejemplo de la omplejidad del estudio de los ambios en estamatriz, a ontinuai�on se presentar�a el trabajo de Je�rey Horn [27℄ en el quese realiza tal estudio usando un modelo bastante simpli�ado.Posteriormente se presentar�a de manera breve el trabajo realizado porSamir W. Mahfoud [36℄ en el que propone un modelo distinto para los al-goritmos que usan nihos y de heho hae ver que usar adenas de Markovpara modelar tales algoritmos es inneesario en un ierto aso partiular.Modelo de HornEl modelo de AG usado por Horn fue desarrollado originalmente porGoldberg & Segrest [22℄ y es bastante senillo: Consideraremos una poblai�onde tama~no N en la que los individuos son romosomas binarios de longitud1, es deir, ada individuo puede ser 1 o 0. Es laro que tal poblai�on omoadena de Markov tiene un espaio de estados posibles de ardinalidad (N+1)en el que el estado i es aquel en el que se tienen i 1's y (N � i) 0's.Las probabilidades de transii�on se alular�an asumiendo el uso de unalgoritmo gen�etio generaional on selei�on proporional sin mutai�on.De esta manera, la probabilidad de seleionar al individuo k es:fk=Xi fidonde fk denota la aptitud del individuo k. Supongamos que la poblai�on seenuentra en el estado i, de�niendo la aptitud de un \1" omo f1 y la de un\0" omo f0, la probabilidad de seleionar un 1 para la siguiente poblai�ones: 86



p1 = i � f1i � f1 + (N � i) � f0 ) p1 = r � ir � i + (N � i) (6.2.1)donde r es la raz�on (o propori�on) f1=f0. La probabilidad de seleionar un0 es: p0 = N � ii � r + (N � i)As��, la probabilidad de pasar del estado i al estado j es:pij =  Nj ! (p1)j(p0)N�jSustituyendo los valores de p1 y p0:pij =  Nj ! i � ri � r + (N � i)!j  N � ii � r + (N � i)!N�jComo podemos ver, las probabilidades pij son preisamente los elementos dela matriz de selei�on.A ontinuai�on proederemos a analizar de qu�e manera se ven afetadastales probabilidades por la indui�on de nihos. Cada pio en el paisaje deaptitud puede ser onsiderado omo un niho [27℄, por lo que lo mejor ser��aque el AG enontrara los mejores nihos y los \llenara" en propori�on a sualidad.Como sabemos, la indui�on de nihos modi�ar�a la aptitud del individuoh de la manera [21℄: fh=mhdonde mh = PNk=1 sh(dhk) y sh(dhk) = 1 � ( dhk�share )�. En este aso dhk es ladistania de Hamming entre los individuos h y k.Consideraremos dos asos de estudio: (1) nihos que no se traslapan, esdeir, nihos aislados, ada uno entrado en un �optimo loal (estado perfeto)y (2) nihos que se traslapan.En el aso de los nihos que no se traslapan tenemos que �share > 1 y deesta manera m1 = i y m0 = N � i (reordemos que se est�a usando distaniade Hamming), suponiendo que nos enontramos en el estado i. Por lo tantolas aptitudes son ahora: f1=i87



y f0=(N � i)Por lo tanto, sustituyendo estos valores en la euai�on (6.2.1):pij =  Nj !� rr + 1�j � 1r + 1�N�jEs importante haer notar que estas euaiones no son v�alidas para losvalores de i = 0 o i = N . Estos asos orresponden a los estados absorbentesde la adena de Markov, aquellos en los que toda la poblai�on onsta de 1'so de 0's respetivamente, puesto que una vez estando en ellos no es posibleobtener alguna variai�on y pasar a ualquier otro estado distinto (no haymutai�on).En el aso m�as general, es deir, en el que los nihos se traslapan tenemosque �share � 1 y por lo tanto: m1 = i + (N � i)(1� 1=�share) en lugar de i.An�alogamente m0 = N � i+ i(1�1=�share). De esta manera las nuevas prob-abilidades de transii�on son (despu�es de muhas operaiones y reaomodos):pij =  Nj !0BBB� 11 + (N�i)(N+ i�N�share )ir(N� i�share ) 1CCCAj 0BBB� 11 + ir(N� i�share )(N�i)(N+ i�N�share )1CCCAN�j
Como podemos ver, las probabilidades de transii�on orrespondientes a lamatriz del operador de selei�on en este aso se vuelven bastante omplejasy, omo se menion�o, se trata del aso m�as general y por lo tanto m�as om�un.Ahora reordemos que en nuestro modelo los individuos son de longitud1 por lo que s�olo tenemos dos posibles valores de aptitud y, adem�as, la dis-tania usada es la de Hamming lo que nuevamente nos da s�olo dos posiblesvalores de distania. En resumen, el modelo expuesto es lo bastante senilloomo para estimar la omplejidad de llevar el estudio an�alogo para los AGsonvenionales.En [27℄ Horn muestra gr�a�amente el omportamiento de la poblai�on enuanto a su distribui�on y aplia el AG menionado on diferentes valoresde r y de �share los uales b�asiamente se re�eren al n�umero de 1's y 0's ex-istentes en la poblai�on. Por otra parte, estima tambi�en la relai�on de estospar�ametros on el tiempo de absori�on de la adena. Es deir, el tiempo nee-sario para que se enuentre en un estado absorbente que de alguna manerapodr��a onsiderarse omo onvergenia en este senillo modelo.88



Modelo de MahfoudEn [36℄ Mahfoud presenta una alternativa al an�alisis on adenas deMarkov para el estudio de los algoritmos que usan nihos para optimizai�onmultimodal. En este trabajo, Mahfoud reala la importania de estudiar ladistribui�on esperada-obtenida de los elementos de la poblai�on dado el usode nihos y el tiempo esperado de p�erdida de soluiones.Seg�un Mahfoud, un buen m�etodo de nihos debiera poder loalizar unierto n�umero de los mejores b pios de la funi�on, de tal manera que el on-junto de metas son todas aquellas distribuiones de la poblai�on que tienenal menos un individuo en ada uno de esos b pios.La idea prinipal del modelo de Mahoud onsiste en partiionar el espaiode b�usqueda en distintas lases de equivalenia. Ahora bien, se esperar��a queada una de las lases de equivalenia orresponda on un �optimo loal delespaio de b�usqueda por lo que, puesto que s�olo para iertas funiones ada�optimo loal orresponde on alguna partii�on induida por determinadosesquemas, Mahfoud deide no usar tales partiiones para determinar la lasede equivalenia a la que pertenee un ierto individuo.As�� pues, para poder determinar la lase de equivalenia de un individuo,el espaio de b�usqueda se partiiona on base en el onepto de atratores.Un atrator es ada uno de los b m��nimos loales y la lase de equivaleniaorrespondiente a �el onsta de todos aquellos individuos que se enuentranen su base de atrai�on; se die que un individuo se enuentra en la base deatrai�on de un ierto m�aximo loal si y s�olo si un algoritmo de hilllimbingdetermin��stio (de�nido de manera espeial) lo lleva a tal punto.Cada lase i tendr�a una \aptitud representativa" fi, la ual se de�neomo la aptitud m�as alta dentro de ella y todos lo individuos en diha lasetendr�an el mismo valor de aptitud.El modelo desarrollado por Mahfoud tiene omo prinipal objetivo elestudio de la p�erdida de las lases de equivalenia m�as que de la formai�on,por lo que se supondr�a que todas las lases deseadas se enuentran en lapoblai�on iniial. El uso de mutai�on se suprime.Es muy importante menionar que el modelo presupone que el algoritmoes apaz de determinar siempre y para todo individuo la lase de equivaleniaa la que pertenee. Es deir, el modelo asume que los nihos o lases deequivalenia no se traslapan, lo que orresponde on el primer aso estudiadopor Horn en el modelo que se present�o en la sei�on anterior.Horn alul�o las probabilidades de transii�on orrespondientes a este aso89



y Mahfoud hizo notar que tienen la propiedad de de�nir una matriz onolumnas id�entias. En otras palabras, la poblai�on del algoritmo en el tiempot es independiente de la poblai�on en el tiempo t � 1. Por esta raz�on,se onluye que el an�alisis de adenas de Markov resulta una herramientademasiado ompleja e inneesaria en este aso.En [36℄ Mahfoud lleva a abo por separado el estudio de los distintosm�etodos de ompartii�on de aptitud para induir nihos de la siguiente man-era:1. Crowding & Selei�on2. Crowding & Selei�on + Cruza3. Sharing & Selei�on4. Sharing & Selei�on + CruzaA ontinuai�on se presentar�a el aso 3.La t�enia de selei�on modelada es la de ruleta (selei�on proporional),por lo que la probabilidad de seleionar alg�un elemento de una lase arbi-traria i, Ps(i) es: Ps(i) = IifiP�1j=0 Ijfjdonde Ij es el n�umero de elementos en la lase j. As��, el n�umero esperado deelementos de la lase i en la poblai�on despu�es de una generai�on es:�i = nPs(i)donde n es el n�umero de individuos en la poblai�on.El valor de aptitud resultado de apliar el m�etodo de ompartii�on deaptitud estar�a de�nido por: f 0i = fi=Ii. Por lo tanto:Ps(i) = Iif 0iP�1j=0 Ijf 0j = fiP�1j=0 fjy este aso �i se mantiene onstante.Dada la de�nii�on de Ps(i), la probabilidad de seleionar un individuoque no est�a en la lase i es: 1 � Ps(i). De esta manera, despu�es de unagenerai�on ompleta la probabilidad de perder a todos los elementos de lalase i es simplemente la probabilidad de esoger n individuos de otra lase:(1� Ps(i))n90



Supongamos que se tienen  lases, la probabilidadX de que una o m�as lasesdesaparezan despu�es de una generai�on es:X � �1Xi=0(1� Ps(i))nLa probabilidad de mantener a todas las lases a lo largo de una generai�ones: 1�X. En la euai�on anterior se tiene una desigualdad porque no han sidorestados los t�erminos orrespondientes a los eventos intersei�on, es deir, laprobabilidad de que desaparezan dos o m�as lases a la vez.La p�erdida de una o m�as lases puede ser vista omo una variable bino-mial: La probabilidad de perder una o m�as lases despu�es de una generai�ones: X.Despu�es de dos generaiones: (1�X)X.Despu�es de g generaiones: (1�X)g�1X.Sea L el n�umero de generaiones neesarias para perder uando menos unalase, entones: P (L = g) = (1�X)g�1XPor lo tanto, la probabilidad de perder, en g generaiones o menos, todos loselementos de una o m�as lases es:P (L � g) = gXi=1(1�X)i�1X = X g�1Xi=1(1�X)i= X 1� (1�X)g1� (1�X) = 1� (1�X)gdonde 0 < X < 1 y X es independiente de i.As��, la probabilidad de mantener a todas las lases por al menos g gene-raiones es:  = 1� P (L � g) = (1�X)g91



6.3. Segunda Generai�onComo se oment�o en el Cap��tulo 5, el elitismo en los AEMO se ha im-plementado de dos maneras distintas: mediante una poblai�on externa o me-diante el uso del esquema de selei�on �+ �.Existen trabajos te�orios relaionados on ambas opiones de implemen-tar el elistismo. A ontinuai�on se presentar�an y disutir�an tales trabajos.6.3.1. Elitismo Mediante el Uso de una Poblai�on Ex-ternaEn [45℄ Rudolph & Agapie demuestran la onvergenia de uatro algorit-mos evolutivos multiobjetivo. Los uatro algoritmos evolutivos que se estu-dian en diho trabajo son algoritmos poblaionales y elitistas, difereni�andosepreisamente en esta segunda propiedad pues dos de ellos usan una poblai�onexterna y los dos restantes un enfoque muy similar al de la selei�on �+ �.Los dos algoritmos que usan una poblai�on externa se diferenian en losiguiente:Algoritmo 1. En la poblai�on externa se almaenan los elementos min-imales enontrados a lo largo de todo el proeso evolutivo. El tama~node la poblai�on externa puede variar hasta onverger al n�umero deelementos minimales que existan en el espaio de b�usqueda.Algoritmo 2. En la poblai�on externa se almaenan los elementosminimales enontrados a lo largo de todo el proeso evolutivo pero eneste aso diha poblai�on tiene un tama~no l��mite �jo.El Algoritmo 1 es el siguiente:B(0) es generado aleatoriamente a partir de S = IBnlA(0) =Mf(B(0);�)t = 0repetirB(t + 1) = genera(B(t))A(t + 1) =Mf(A(t) [ B(t+ 1);�)t t+ 1hasta Criterio de terminai�on satisfeho92



A �n de poder de�nir la onvergenia para algoritmos evolutivos multi-objetivo, de�nimos la m�etria:De�nii�on 6.3.1 Si A y B son subonjuntos de un onjunto �nito X en-tones: d(A;B) = jA [Bj � jA \Bjes una m�etria en 2X .De esta manera:De�nii�on 6.3.2 Sea A(t) la poblai�on de alg�un algoritmo evolutivo en laiterai�on t � 0 y Ft = f(A(t)) su onjunto imagen asoiado. Se die queel algoritmo evolutivo onverge on probabilidad 1 al onjunto de elementosminimales si:d(Ft;M(F ;�))! 0 on probabilidad 1 uando t!1.La onvergenia del Algoritmo 1 se demuestra on el siguiente teorema:Teorema 6.3.1 Si la seuenia (B(t))t�0 del Algoritmo 1 es una adena deMarkov �nita homog�enea on matriz de transii�on irreduible entonesd(f(A(t));M(F ;�))! 0 on probabilidad 1 uando t!1.Demostrai�on Por onstrui�on, el onjunto f(A(t)) es una antiadena.Adem�as, tan pronto omo un elemento de M(F ;�) entra en f(A(t)) sequedar�a all�� por siempre.Por lo tanto resta mostrar que todos los elementos deM(F ;�) estar�anontenidos en f(A(t)) para alg�un tiempo aleatorio � on Pf� <1g = 1.El argumento es muy senillo:Supongamos que existe un a 2 A(t) tal que f(a) no es un elemento minimal.Puesto que M(F ;�) es ompleto existe un x 2 IBl tal que f(x) � f(a).El Teorema 2.2.1 asegura que ada elemento de S(= IBln) ser�a visitado unn�umero in�nito de vees. Por lo tanto, el tiempo de espera para la primeraourrenia de x es �nito on probabilidad 1. Esto quiere deir que adaelemento no minimal es eliminado en un n�umero �nito de iteraiones.Adem�as, la irreduibilidad de la adena de Markov asegura tambi�en laaparii�on en tiempo �nito de todos los elementos minimales. En resumen:Todos los elementos minimales entrar�an en el onjunto A(�) en tiempo �nitoy on probabilidad 1.El Algoritmo 2 es el siguiente: 93



1) B(0) es generado aleatoriamente a partir de S = IBnl2) A(0) =Mf(B(0);�)3) t = 04) repetir5) B(t + 1) = genera(B(t))6) B�(t+ 1) =Mf(B(t + 1);�)7) C(t + 1) = �8) para ada b 2 B�(t)9) Db = fa 2 A(t) : f(b) � f(a)g10) si Db 6= � entones A(t) (A(t) nDb) [ fbg11) si 8a 2 A(t) : f(a)jjf(b) entones C(t+ 1) C(t+ 1) [ fbg12) �n de para ada13) k =minfm� jA(t)j; jC(t+ 1)jg14) A(t+ 1) = A(t)[ extrae(k; C(t + 1))15) t t+ 116)hasta Criterio de terminai�on satisfehoComo podemos ver, el Algoritmo 2 tiene omo meta, adem�as de almaenarlos elementos minimales en la poblai�on externa, mantener �jo el tama~no de�esta (onstante m), pues la funi�on extrae(k; C) regresa un onjunto de a lom�as k elementos distintos del onjunto C tomados a trav�es de un m�etodoarbitrario.A ontinuai�on se presenta la demostrai�on de la onvergenia al frentede Pareto del Algoritmo 2.Teorema 6.3.2 Si la seuenia (B(t))t�0 del Algoritmo 2 es una adena deMarkov �nita homog�enea on matriz de transii�on irreduible, entonesd(f(A(t));M(F ;�)) ! 0 y jA(t)j ! minfm; jM(F ;�)jg on probabilidad1 uando t!1.Demostrai�on Por onstrui�on, el onjunto f(A(t)) es una antiadena ypor lo tanto el onjunto de elementos minimales del onjunto (f(A(t));�).Un elemento a 2 A(t) es borrado si y s�olo si existe un elemento en B�(t)que lo domine. En onseuenia, un elemento deM(F ;�) ser�a un elementode la suesi�on f(A(t))t�� tan pronto omo entre en el onjunto f(A(�)). Loselementos de C(t) son inomparables on todos los miembros de A(t) y de �else tomar�a neesariamente el n�umero de elementos posible para no exeder eltama~no �jo m del onjunto A(t) (mediante la funi�on extrae).94



Finalmente, si el onjunto At llegase a ontener un elemento no �optimo, lairreduibidad de la adena de Markov asegura que todos los elementos mini-males ser�an generados en tiempo �nito eliminando as�� aquellos elementos no�optimos que pudieran haber ingresado al onjunto At.El Algoritmo 2 tiene dos detalles a disutir:1. El proeso Si de la l��nea 11 deber��a apareer omo la parte si no delproeso Si de la l��nea 10:El onjunto Db ontiene a todos aquellos elementos de A(t) a los ualesb domina. Si Db 6= � quiere deir que existen elementos en A(t) a losuales b domina, pero no s�olo eso puesto que al haber elementos domi-nados por b en el onjunto A(t), se onluye inmediatamente que b nopuede ser dominado por alg�un elemento de A(t). Esto se debe a quela relai�on de dominania es transitiva y por onstrui�on el onjun-to A(t) es una antiadena (todos sus elementos son inomparables):supongamos que existen x; y 2 A(t) tales que x � b y b � y, tenemosentones que x � y, una ontradii�on.De esta manera, el llevar a abo siempre ambas l��neas 10 y 11 es in-neesario e implia desde un punto de vista pr�atio, demasiado trabajoextra.En [44℄ Rudolph presenta nuevamente este algoritmo on este detalleorregido.2. Asumiendo que la matriz de transii�on que representa el algoritmo esirreduible, un elemento �optimo b� puede ser generado varias vees entiempo �nito, pero es posible perderlo varias vees tambi�en pues enel aso de que Db� = �, es deir, que no domine a ning�un elementode A(t), se oloar�a en el onjunto C(t + 1). En tal aso no se tienela seguridad de que b� entre en el onjunto A(t + 1) y de heho sijA(t+1)j = m, b� no entrar�a a�un habiendo elementos no �optimos peroinomparables on b�.Dado lo anterior, a ontinuai�on propongo el Algorimo I que orrige elprimer detalle antes menionado. Sin embargo, al tratar de mejorar el segun-do se sari�a la onvergenia al frente de Pareto:95



1) B(0) es generado aleatoriamente a partir de S = IBnl2) A(0) =Mf(B(0);�)3) t = 04) repetir5) B(t+ 1) = genera(B(t))6) B�(t + 1) =Mf(B(t+ 1);�)7) C(t+ 1) = �8) para ada b 2 B�(t)9) Db = fa 2 A(t) : f(b) � f(a)g10) si Db 6= � entones A(t) (A(t) nDb) [ fbg11) si no: si 8a 2 A(t) : f(a)jjf(b) entones C(t+ 1) C(t+ 1) [ fbg12) �n de para ada13) k =minfm; jA(t) [ C(t+ 1)jg14) A(t+ 1) = extrae(k; A(t) [ C(t+ 1))15) t t + 116)hasta Criterio de terminai�on satisfehoEn este nuevo algoritmo la l��nea 11 es omplementaria a la l��nea 10 or-rigiendo el detalle desrito anteriormente. Sin embargo, por otra parte, puestoque se hae uso de la funi�on extrae para obtener los mejores elementos de en-tre los que se tienen hasta el momento (A(t)) y los rei�en obtenidos (C(t+1)),la onvergenia al frente de Pareto no puede ser asegurada:Por onstrui�on, el onjunto A(t) es una antiadena, es deir, tal on-junto siempre onstar�a de individuos inomparables.Sin embargo, elementos �optimos pueden perderse a trav�es de la funi�onextrae, pues aunque todo el onjunto onste de elementos �optimos (loual se desonoe), algunos pueden perderse por posibles prefereniasde la funi�on, omo mejor distribui�on o mayor alane. Aunque enun momento dado el onjunto A(t) onste de elementos minimales, lairreduibilidad de la matriz de transii�on orrespondiente asegura lap�erdida de alguno de ellos por los motivos antes menionados. Estetipo de problemas han sido disutidos por Hanne en [25℄.A pesar de este detalle, este meanismo se apega muho m�as a los algo-ritmos implementados en la pr�atia. Este punto se toar�a nuevamenteen la siguiente sei�on. 96



Finalmente, en los asos de los Algoritmos 1 y 2, pudimos ver que lamatriz de transii�on �nal que representa a la funi�on genera() es el produtode las tres matries de transii�on que desriben los efetos esto�astios dela ruza, la mutai�on y la selei�on (P = CMS). De esta manera, parasaber si un algoritmo en uesti�on onverge o no, lo �unio que hay que haeres omprobar si la matriz orrespondiente umple on la propiedad de serirreduible.Cabe menionar que algoritmos omo MOGA [18℄, NPGA [28℄ y NSGA[49℄, de primera generai�on, pueden ser adaptados a este tipo de elitismo yonverger al frente de Pareto.6.3.2. Elitismo �+ �Los dos algoritmos restantes presentados por Rudolph & Agapie en [45℄se araterizan por lo siguiente:Algoritmo 3. La poblai�on externa adem�as de almaenar a los elemen-tos minimales enontrados a lo largo de todo el proeso evolutivo se usaomo el onjunto de padres para dar lugar a la poblai�on siguiente. Eltama~no de la poblai�on externa puede variar hasta onverger al n�umerode elementos minimales que existan en el espaio de b�usqueda.Algoritmo 4. Igual que el aso anterior pero restringiendo el tama~node la poblai�on externa a un l��mite �jo.Dadas las arater��stias anteriores, puede verse que ambos algoritmos serelaionan on el esquema de selei�on � + �, pero no orresponden en sutotalidad on �el.El Algoritmo 3 es el siguiente:B(0) es generado aleatoriamente a partir de S = IBnlA(0) =Mf(B(0);�)t = 0repetirB(t+ 1) = genera(A(t))A(t+ 1) =Mf(A(t) [ B(t+ 1);�)t t+ 1hasta Criterio de terminai�on satisfeho97



El Algoritmo 4 es el siguiente:B(0) es generado aleatoriamente a partir de S = IBnlA(0) =Mf(B(0);�)t = 0repetirB(t+ 1) = genera(A(t))B�(t + 1) =Mf(B(t+ 1);�)C(t+ 1) = �para ada b 2 B�(t)Db = fa 2 A(t) : f(b) � f(a)gsi Db 6= � entones A(t) (A(t) nDb) [ fbgsi 8a 2 A(t) : f(a)jjf(b) entones C(t+ 1) C(t+ 1) [ fbg�n de para adak =minfm� jA(t)j; jC(t+ 1)jgA(t+ 1) = A(t)[extrae(k; C(t + 1))t t+ 1hasta Criterio de terminai�on satisfehoComo podemos ver, los algoritmos 3 y 4 son muy similares a los algorit-mos 1 y 2, pues la �unia diferenia es el argumento de la funi�on genera, queen este aso es el onjunto A(t) en lugar del onjunto B(t). De esta manera,las demostraiones de la onvergenia al frente de Pareto de los algoritmos 3y 4 son an�alogas a las presentadas para los algoritmos 1 y 2, respetivamente.Sin embargo, en este aso la matriz de transii�on orrespondiente a ambosalgoritmos debe ser positiva, pues si fuese primitiva o irreduible, la onver-genia no est�a asegurada: Supongamos que l = 3, es deir, IBl=3 = f0; 1g3, yque el onjunto f(IB3) umple que:f(000) ��! f(110) ��! f(010) ��! f(100)�%f(001) ��! f(111) ��! f(101) ��! f(011)As��, f(000) y f(001) son elementos minimales. Ahora, supongamos queA(t) = f110; 111g para alg�un t � 0 y que la matriz de transii�on que rep-resenta a la funi�on genera es irreduible o primitiva. Esto implia que s�olopuede invertir un bit a la vez en la poblai�on, invertir un solo bit en un98



individuo o bien dejarlo intato. En este aso, el onjunto B(t + 1) s�olopuede ontener elementos del onjunto f010; 011; 100; 101; 110; 111g por loque A(t + 1) = A(t) = f110; 111g en la siguiente iterai�on. En este aso elonjunto de elementos minimales es inalanzable.
De lo anterior, podemos ver laramente que en los asos de los algoritmos3 y 4 es neesaria la ondii�on de que la matriz de transii�on sea positiva, esdeir, que en ada iterai�on, la probabilidad de generar ualquier poblai�on(en partiular un individuo determinado) sea estritamente positiva.Ahora bien, el Algoritmo 3 se relaiona on el esquema � + � pues a partirde � individuos se generan � y posteriormente, a partir de los �+ � se eligea los mejores elementos (los no dominados), los uales fungir�an omo padresen la siguiente iterai�on. Sin embargo, laramente el onjunto de padres A(t)no tiene el tama~no �jo �, sino que la ardinalidad jA(t)j del onjunto A(t)variar�a hasta tomar el valor (en el l��mite) del n�umero de elementos minimalesque existan en el espaio de b�usqueda.
El Algoritmo 4 est�a a�un m�as relaionado on el esquema � + � pues �jael tama~no m�aximo de la poblai�on de padres A(t) a una onstante m. Sionsideramos que m = �, el Algoritmo 4 se asegura de que la poblai�on depadres no tenga m�as de � elementos. Sin embargo, este algoritmo padee delos mismos detalles que se disutieron para el Algoritmo 2.
Dado que ninguno de los dos algoritmos anteriores se apega ompleta-mente al esquema de selei�on �+ �, en [43℄ Rudolph presenta un algoritmoque umple tal ondii�on, lo llamaremos Algoritmo 5:99



B(0) es generado aleatoriamente a partir de S = IBnlA(0) =Mf(B(0);�)t = 0repetirB(t+ 1) = genera(A(t))B�(t+ 1) =Mf(B(t + 1);�)B(t+ 1) B(t+ 1) nB�(t+ 1)C(t+ 1) = �para ada b 2 B�(t)Db = fa 2 A(t) : f(b) � f(a)gsi Db 6= �entones A(t) (A(t) nDb) [ fbg, B�(t+ 1) B�(t + 1) n fbgsi no: si 8a 2 A(t) : f(a)jjf(b)entones C(t+ 1) C(t+ 1) [ fbg ,B�(t+ 1) B�(t+ 1) n fbg�n de para adak =minfm� jA(t)j; jC(t+ 1)jgA(t+ 1) = A(t)[extrae(k; C(t + 1))k =minfm� jA(t)j; jB�(t + 1)jgA(t+ 1) = A(t)[extrae(k; B�(t+ 1))k =minfm� jA(t)j; jB(t+ 1)jgA(t+ 1) = A(t)[extrae(k; B(t + 1))t t+ 1hasta Criterio de terminai�on satisfeho
Este algoritmo pierde la invariante de que el onjunto A(t) es una an-tiadena en ada iterai�on, pues el mantener �jo su tama~no trae onsigo laposibilidad de que entren elementos dominados a �el. Sin embargo, la onver-genia puede demostrarse de manera similar a los algoritmos propuestos porRudolph antes desritos.Por otra parte, el Algoritmo 5 sigue teniendo el detalle 2 que disutimosanteriormente.A ontinuai�on propongo el Algoritmo II, que se apega al esquema de se-lei�on �+ � y que orrige el detalle que en el Algoritmo 5 sigue fallando:100



1) B(0) tal que jB(0)j = �, es generado aleatoriamente a partir de S = IBnl2) A(0) =Mf(B(0);�)3) t = 04) repetir5) B(t + 1) = genera(B(t)), jB(t+ 1)j = �6) B�(t+ 1) =Mf(B(t+ 1);�)7) C(t+ 1) = �8) para ada b 2 B�(t)9) Db = fa 2 A(t) : f(b) � f(a)g10) si Db 6= � entones A(t) (A(t) nDb) [ fbg11) si no: si 8a 2 A(t) : f(a)jjf(b) entones C(t + 1) C(t + 1) [ fbg12) �n de para ada13) k =minf�; jA(t) [ C(t + 1)jg14) A(t + 1) =extrae(k; A(t) [ C(t+ 1))15) si jA(t+ 1)j = � entones B(t + 1) = A(t + 1)16) si no B(t+ 1) = A(t + 1)[extrae2(�� jA(t+ 1)j; B(t) nB�(t+ 1))15) t t+ 116)hasta Criterio de terminai�on satisfehoPor onstrui�on, el onjunto At es una antiadena. La diferenia de estealgoritmo on el Algoritmo 3 es que, dado que el tama~no de la poblai�on depadres debe ser siempre igual a �, se tienen dos asos posibles:1. Si jA(t + 1)j � �, nos enontramos en el aso disutido anteriormentepara el Algoritmo 2 en el que algunos elementos �optimos pueden perder-se a trav�es de la funi�on extrae.2. Si jA(t + 1)j < �, la poblai�on de padres B(t + 1) debe ompletarseesogiendo a los mejores elementos no minimales de la poblai�on rei�engenerada, a trav�es de alg�un meanismo arbitrario representado por lafuni�on extrae2.De esta manera, en el mejor de los asos, es deir, el aso 1, la onvergenianuevamente no puede asegurarse por las mismas razones que en el Algoritmo2. Sin embargo, omo en tal aso, el Algoritmo II representa la manera m�asom�un de implementar el elitismo �+ �.
101



102



Conlusiones yTrabajo FuturoEn el presente trabajo de tesis se llev�o a abo un estudio te�orio prini-palmente de la onvergenia de los algoritmos evolutivos y, de manera muypartiular, de los Algoritmos Gen�etios.Se mostr�o la onvergenia del AG Simple para posteriormente estudiarla omplejidad de estimar el tiempo esperado de onvergenia de diho al-goritmo. Respeto a este punto, pudimos ver que aunque el modelo te�orioes orreto, resulta muy ompliado obtener una expresi�on en t�erminos delos par�ametros del AG, que aote el n�umero de iteraiones neesarias paraalanzar el �optimo. La di�ultad se debe a las dimensiones de la matriz detransii�on orrespondiente al proeso evolutivo la ual, onforme aumentael valor de los par�ametros, ree exponenialmente. Esto signi�a que parapoder predeir el omportamiento del algoritmo, se hae neesario onoerla matriz orrespondiente, lo ual en un aso real resulta en un proeso muyostoso. En este aso, de�nitivamente la alternativa es usar otro tipo de her-ramientas te�orias para modelar el AG que no requieran tanto onoimientoa priori para poder predeir algunos aspetos de su omportamiento.Por otra parte, se dio una breve introdui�on a los Algoritmos EvolutivosMultiobjetivo (AEMO), lasi��andolos de auerdo a si usan alg�un meanis-mo de elitismo o no, siendo de primera generai�on los que no lo usan y desegunda los que s��. Posteriormente, se estudiaron algunos modelos te�orios dealgoritmos de ambas generaiones para onluir u�ales y bajo qu�e ondiionesonvergen al frente de Pareto.Como pudimos ver, los AEMOS's de primera generai�on, es deir, aquellosque no usan ning�un meanismo de elitismo, no onvergen al frente de Pareto.Al menos no lo haen si la onvergenia est�a ondiionada a que todos losmiembros de la poblai�on sean �optimos de Pareto. De esta manera, lo que103



resulta interesante estudiar de estos algoritmos es, si bien no onvergen alfrente de Pareto, >u�antos elementos de la poblai�on logran ser �optimos?, esdeir, >qu�e porentaje de la poblai�on llega al frente de Pareto?, >u�al es eltiempo esperado para obtener la primera solui�on �optima? En este sentido,se propone que lo que orresponde es estudiar la din�amia poblaional, esdeir, de qu�e manera los meanismos de ompartii�on de aptitud usados porlos algoritmos de esta generai�on, afetan la distribui�on de los individuos alo largo del proeso evolutivo ya que su �n es la dispersi�on de �estos a lo largodel frente de Pareto.Respeto a los AEMOS's de segunda generai�on, pudimos ver que engeneral el uso de una poblai�on externa en la que se almaenen los elemen-tos minimales enontrados durante el proeso, asegura la onvergenia deesta �ultima al frente de Pareto, bajo iertos proesos de atualizai�on. Eneste sentido, es muy interesante analizar hasta qu�e punto tales proesos deatualizai�on se asemejan a los implementados en la pr�atia y determinarentones en qu�e asos la onvergenia se preserva. Tal es el aso del Algorit-mo I propuesto en el Cap��tulo 6 que intenta modelar el proeso m�as om�unde atualizai�on de la poblai�on externa y uya onvergenia al frente dePareto, sin embargo, no puede asegurarse.En el aso de los AEMO's que usan el esquema de selei�on �+ � omomeanismo elitista, se mostraron ino algoritmos propuestos por Rudolph[45, 43℄ de los uales s�olo uno se apega a tal esquema y uya onvergeniaest�a asegurada. Sin embargo, en este aso nuevamente nos enontramos antela situai�on de que tales modelos no representan aquellos algoritmos que en lapr�atia son usados para implementar tal forma de elitismo. De tal manera,se propuso el Algoritmo II uyo meanismo de elitismo es muy similar a losque om�unmente implementan el esquema de selei�on � + �. Sin embargo,omo en el aso del Algoritmo I, la onvergenia no puede ser asegurada.As�� pues, en el ampo de los Algoritmos Evolutivos en general, a�un quedanvarias preguntas de ar�ater te�orio por responder, adem�as de que omo semenion�o en la introdui�on de este trabajo, los modelos estudiados est�anbasados en Cadenas de Markov prinipalmente, de manera que es posibleutilizar herramientas distintas mediante las uales el modelado pueda resultarm�as simple o posiblemente pueda dar lugar a onlusiones m�as �utiles en lapr�atia.
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