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Resumen

En este trabajo se hace un estudio de los resultados tedricos que se han
obtenido hasta el momento relacionados principalmente con la convergen-
cia de los Algoritmos Evolutivos, en particular, de los Algoritmos Genéticos
(AGs).

Los modelos estudiados son principalmente aquellos basados en cadenas
de Markov.

Se presenta la demostracién de la convergencia del Algoritmo Genético
Elitista (AGE), realizada por Rudolph en 1994. En dicho trabajo, se de-
muestra que la matriz de transicion de la cadena de Markov correspondiente
al Algoritmo Genético Simple (AGS) es primitiva, condicién suficiente para
concluir que tal algoritmo no es capaz de converger al 6ptimo de la funcién
objetivo. Sin embargo, al construir la matriz de transicién correspondiente al
AGE se muestra que ésta es reducible, por lo que este algoritmo si es capaz
de converger al 6ptimo de la funcion.

Posteriormente, se extiende el modelo correspondiente con el fin de es-
timar el tiempo esperado de convergencia de dicho algoritmo. Se detallan y
ejemplifican las caracteristicas generales de la matriz de transicién del AGE
mencionadas por Rudolph en 1994. El modelo desarrollado es usado para
predecir el tiempo esperado de convergencia de un AG con parametros mini-
mos. Los resultados obtenidos son comparados con los que presentan los
experimentos correspondientes.

Por otra parte, se estudia la convergencia de los algoritmos evolutivos
multiobjetivo. Se presentan y discuten los algoritmos de este tipo cuya con-
vergencia ha sido demostrada. Después de presentar tales demostraciones, se
discute la analogia entre tales algoritmos y los usados en la practica, pro-
poniendo como resultado nuevos esquemas de algoritmos que se apegan un
poco mas a aquellos que se usan actualmente, pero cuya convergencia no
esta asegurada.
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Introduccion

Existen problemas de optimizacion cuyos espacios de biusqueda son tan
grandes que los algoritmos clasicos mas eficientes disponibles para resolver-
los requieren un tiempo exponencial. Es precisamente en estos casos en los
que las heuristicas tienen especial relevancia. La técnicas evolutivas, como
heuristicas en si, han demostrado su capacidad para encontrar soluciones
casi 6ptimas en dicho tipo de problemas. Sin embargo, por su misma natu-
raleza, su comportamiento no es del todo conocido, es decir, no se conocen
a ciencia cierta las condiciones bajo las cuales tendran éxito o fracaso. Este
es el caso, en particular, de los Algoritmos Genéticos (AG) sobre los cuales
trata fundamentalmente el presente trabajo de tesis.

El AG es un técnica heuristica basada en la evoluciéon natural, cuya apli-
cacién en el campo de la optimizacién surge de la presencia de la seleccién
natural en dicha teoria, que impone la supervivencia del méas apto. En sus
inicios, el AG (llamado ahora “cldsico”) fue aplicado a problemas de opti-
mizacién de funciones con un solo objetivo. En 1994, fue publicada la de-
mostracion de la convergencia de dicho algoritmo al 6ptimo global de la
funcién en cuestion, bajo ciertas condiciones. De esta manera, a pesar de que
existen multiples variantes del AG cldsico, con dicho trabajo se pudo tener
una garantia del éxito de esta técnica en su versiéon mas simple.

Sin embargo, dado que es comun enfrentarnos en la vida cotidiana a prob-
lemas en los que nos interesa optimizar mas de un objetivo (p. ej. repartir
el mayor niimero de objetos con el menor costo posible), como era de esper-
arse, se trabajé en numerosas extensiones del AG clésico para dar lugar a lo
que ahora se conoce como AG Multiobjetivo. Actualmente existen también
multiples variantes de este nuevo algoritmo, y se han hecho algunos esfuerzos
por modelarlo teéricamente, aunque éstos han sido de alcance muy limitado
hasta ahora.

En el presente trabajo, se lleva a cabo un estudio de algunos aspectos



teoricos relacionados con la convergencia de los algoritmos evolutivos para
optimizacion, en particular, de los AGs.

En el capitulo 1 se presenta una introduccion a la Computacién Evolutiva
a través de sus origenes y se proporcionan algunos conceptos basicos. Dado
que los modelos tedricos que se abordan en este trabajo estan principalmente
basados en Cadenas de Markov, en el capitulo 2 se veran los elementos de
probabilidad necesarios para introducir tal herramienta tedrica.

En el capitulo 3 se estudia el AG clasico o simple; se introduce el modelo
tedrico correspondiente y se demuestra su convergencia. Una vez demostra-
da la convergencia del AG clésico, en el capitulo 4 se extiende el modelo
tedrico del capitulo 3 para estudiar la posibilidad de estimar el tiempo de
convergencia necesario de dicho algoritmo.

En el capitulo 5 se presentan los conceptos bésicos de la optimizacién
multiobjetivo asi como los principales algoritmos evolutivos multiobjetivo
desarrollados hasta el momento. Finalmente, en el capitulo 6 se estudian los
modelos tedricos correspondientes con los que se cuenta hasta ahora.
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Capitulo 1

Computacion Evolutiva

1.1. Antecedentes Historicos

La Teoria del Creacionismo dice que Dios creo el cielo y la tierra y todas
las especies que en ella habitan, cada una por separado. El descontento de
algunos cientificos con esta teoria dio lugar al desarrollo de los principios que
fungen como los origenes de la Computacién Evolutiva.

A mediados del siglo XIX el zoélogo francés Lamarck creé su propia teoria
de la evolucién en la que argumentaba que las caracteristicas adquiridas por
un organismo como resultado de un proceso de adaptacion a lo largo de su
vida son heredadas a las siguientes generaciones [34]. El cientifico aleman
August Weismann demostré que la teoria de Lamarck estaba equivocada:
corto la cola de un grupo de ratas por varias generaciones y observé que la
longitud de la cola de las nuevas generaciones no se veia afectada. Weismann
formulé una teoria denominada del germoplasma, segin la cual el cuerpo se
divide en células “germinales” que pueden transmitir informacion hereditaria
y en células “somaticas”, que no pueden hacerlo. Para Weismann, la seleccién
natural era lo inico capaz de alterar la composicioén genética de un organismo
[54].

En 1859, Charles Darwin publicé un libro titulado: “El origen de las
especies” [11] en el que argumenté que la similitud entre padres e hijos se
debe a la herencia de ciertas caracteristicas y que los cambios que se observan
de una generacién a otra tienen como fin hacer a los nuevos organismos méas
aptos para sobrevivir.

En la época de Darwin, estaba de moda una teoria llamada de la recom-
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Figura 1.1: August Weismann.

Figura 1.2: Charles Robert Darwin.
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Figura 1.3: Johann Gregor Mendel.

binacion segun la cual los padres heredaban a los hijos ciertas caracteristicas
que se mezclaban o recombinaban de alguna manera en ellos, pero no expli-
caba la aparicion en nuevos individuos de caracteristicas que no habian sido
observadas en sus ancestros. Esta teoria quedd desechada cuando el mon-
je austriaco Gregor Mendel descubrid, como resultado de experimentos con
chicharos, tres leyes basicas que gobiernan la herencia: la Ley de Segregacion,
la Ley de Independencia y la Ley de la Uniformidad. Esta ltima establece
que las caracteristicas heredadas de padres a hijos depende de si los genes de
los padres son dominantes o recesivos [37].

Posterior al trabajo de Mendel, el botdnico danés Hugo De Vries re-
descubrié sus leyes de la herencia pero ademas, motivado al descubrir una
flor roja entre una gran cantidad de flores amarillas, desarollé la teoria de las
mutaciones espontaneas que si bien no era del todo correcta ha servido para
complementar la teoria evolutiva de Darwin. Segin De Vries, los cambios en
las especies no eran graduales sino mas bien abruptos y, de hecho, aleatorios
[53].

Hoy en dia, se conoce como Neo-Darwinismo al paradigma resultado de
unir las ideas de Darwin, Weismann y Mendel. La teoria Neo-Darwiniana
establece que la vida en el planeta puede ser explicada mediante los siguientes
cuatro procesos:

= Reproduccion
s Mutacién

= Competencia

13



m Seleccién

Es precisamente en esta teoria en la que estan inspiradas las técnicas que
engloba la Computacién Evolutiva.

1.2. Algoritmos Evolutivos

Aunque existen diversas variantes de técnicas consideradas evolutivas, a
continuacién se presenta la definicién formal de un Algoritmo Evolutivo [3]:

Definicién 1.2.1 Un Algoritmo Evolutivo (AE) estd definido como una 8-
tupla:

AE = (IJ ¢7 )\7 /’1’7 Q? ql? 87 Z)
donde:
1. I es el espacio de individuos.

2. ¢ : I — R denota una funcion de aptitud que asigna valores reales
a los individuos.

3. Xy p son enteros positivos; A # . estd permitido.
4. Q es un conjunto de funciones aleatorias w : I* — I, llamadas “op-
eradores geneéticos”, que obtienen X\ individuos a partir de . Cada

elemento w € § estd controlado por algun parametro 6 € R.

5. s:I* = I* denota el operador de seleccién que obtiene p individuos
a partir de .

6. La funcion de transicion ¥ : I* — [* describe el proceso de trans-

formacion completo de una poblacion P mediante la aplicacion de los
operadores genéticos y la seleccion, por ejemplo, para n fijo:

U(P) = s(wi(...(wn(P))))-
7. i :I" — {falso,cierto} es un criterio de terminacion para el AFE.

14



Normalmente, la funcién de aptitud ¢ corresponde con la funcién objetivo
del problema en cuestion, pero no necesariamente. Esto mas bien depende
del AE utilizado y del problema a resolverse. Por otra parte, mientras los
operadores genéticos son siempre probabilisticos, la seleccion puede ser prob-
abilistica o completamente deterministica.

El criterio de terminacién puede variar desde algo arbitrariamente com-
plejo hasta algo tan simple como completar un cierto nimero preestablecido
de generaciones.

Definicién 1.2.2 Dado un AE con funcion de transicion ¥ : I* — I* y una
poblacion inicial P(0) € I*, la secuencia P(0), P(1), P(2), ... es llamada una
secuencia de poblaciones o evolucion de P(0) y se obtiene iterativamente:

Vi >0: P(t+1) = U(P(t))

La creacién de P(0) depende en particular de la instancia del AE. Usual-
mente el AE se inicializa de manera aleatoria, pero no necesariamente.

Con el fin de clasificar los operadores genéticos de acuerdo al nimero de
individuos a los que son aplicados, se presenta la siguiente:

Definicién 1.2.3 Un operador genético w : IP — 17 es llamado:
» asexual & w: T =1
» sexual & w:I? =1
= panmitico < w: I? — I, para algin p > 2.

La mutacion es un ejemplo de un operador asexual, mientras que la re-
combinacién o cruza es tipicamente sexual (es decir, que la recombinacién
se efectiia entre 2 padres), pero algunos AEs la extienden a una versién
panmitica (o sea, que intervienen varios padres para generar uno o mas hijos).
En lo siguiente, los simbolos m y r seran usados para denotar los operadores
de mutacién y recombinacion respectivamente.

El siguiente esquema representa un AE general:

Algoritmo Evolutivo
t:=0
inicializa P(t) € I*
evalia P(t)

15



while (i(P(t)) # true) do
recombina: P'(t) :
muta:P"(t) :=m
evalia: P"(t) :=
selecciona: P(t +
t:=t+1

Como ya se mencion6 anteriormente, existen diversas variantes de las
técnicas evolutivas. Sin embargo, éstas suelen clasificarse segiin los princi-
pales paradigmas definidos dentro de la Computacion Evolutiva y que seran
descritos en la siguiente seccion:

= Programacion Evolutiva
= Estrategias Evolutivas

= Algoritmos Genéticos

1.3. Paradigmas

1.3.1. Estrategias Evolutivas

Las Estrategias Evolutivas (EEs) son un desarrollo conjunto de Bienert,
Rechenberg y Schwefel, quienes hicieron el trabajo preliminar dentro de es-
ta drea en los 1960’s en la Universidad Técnica de Berlin en Alemania [3].
Las primeras aplicaciones de las EEs fueron de caracter experimental y se
efectuaron en el drea de hidrodindmica.

La version original de una EE, denominada (141)-EE, creaba un padre y
a partir de él (mediante un operador de mutacién) se producia un solo hijo.
De los dos se conservaba sélo al mejor y asi sucesivamente.

De manera general, la poblacién de una EE puede constar de i individuos.
En la actualidad se usa toda una variedad de mecanismos de recombinacién
en las EEs, entre los que se cuenta tanto con operadores sexuales como con
operadores panmiticos. Asi pues, de manera general:

r:I*— 1.
La mutaciéon en este caso es un operador asexual

m(Z) = &+ N(0,1)

16



Figura 1.4: Hans-Paul Schwefel.

La notacién N (0, 1) se usa para denotar la evaluacién de una variable aleato-
ria normalmente distribuida con media cero y desviacién estandar uno.

Los operadores de seleccién usados son completamente deterministicos.
Schwefel introdujo una elegante notacién para estos mecanismos, caracteri-
zando el método y el nimero de individuos padres e hijos, respectivamente.
Ademas, distinguié los procesos de seleccion:

seleccion — (p+ A) : [PT — [+

Este mecanismo selecciona los p mejores individuos a partir de la unién de
los padres y los hijos para formar la siguiente generacién de padres.

seleccion — (ju, A) : I* — I*

Este mecanismo selecciona los p mejores individuos a partir de los hijos
Unicamente para formar la siguiente generacién de padres.

El esquema de una EE coincide con el esquema del AE general presentado
en la seccion 1.2, la direrencia esd en las caracteristicas de los operadores
genéticos.

Las EE han sigo aplicadas a problemas de ruteo y redes, bioquimica,
dptica, diseno de ingenierfa y magnetismo, por ejemplo [48].

1.3.2. Programacion Evolutiva

En 1964 Lawrence J. Fogel desarrollé la Programacién Evolutiva (PE).
Su técnica consistia principalmente en evolucionar autématas de estado finito
con el fin de que fueran capaces de predecir los simbolos que recibian [3, 17].

17



Figura 1.5: Lawrence J. Fogel.

Fogel us6 un modelo de mutacién para ir alterando tanto los estados como
las transiciones de los automatas. Sin embargo, puesto que pretendia modelar
la evolucién a nivel de las especies, no us6 ningtin operador de recombinacion,
pues diferentes especies no se cruzan entre si.

El operador de mutacién usado en la programacién evolutiva es asex-
ual y corresponde con el operador Gaussiano. Puesto que no hay recombi-
nacion, el operador de seleccién se aplica sobre la unién de padres e hijos:
seleccion — (u + A). La seleccién normalmente se lleva a cabo mediante un
torneo estocastico para decidir qué soluciones seran retenidas.

En este caso, el esquema correspondiente a la PE se ve alterado respecto
al de un AE general debido a la ausencia de la recombinacién:

Programacién Evolutiva

t:=0

inicializa P(t) € I*

evalia P(t)

while (i(P(t)) # true) do
muta: P"(t) := m(P'
evalia: P"(t) := W
selecciona: P(t + 1
t:=t+1

(¢
(P"(t))
) := s(P"(t))

Originalmente la PE fue aplicada a problemas de prediccion. Actual-
mente, ha sido extendida para aplicaciones en las que existen problemas de
optimizacion continua de parametros, planeaciéon de rutas, reconocimiento
de patrones, etc. [3, 16].

18



Figura 1.6: Jonh H. Holland.

1.3.3. Algoritmos Genéticos

Los Algoritmos Genéticos (AGs) son muy probablemente el tipo més
conocido de AE. El més antiguo predecesor de estos algoritmos surgié con el
trabajo de Fraser, un bidélogo que queria simular la evolucién con un especial
énfasis en el estudio de la epistasis, es decir, el impacto que puede tener un
cierto gene sobre otro en una posicién distinta [20].

Sin embargo, el AG mds usual fue desarrollado por Holland, un com-
putélogo y psicélogo de la Universidad de Michigan. Mientras los bidlo-
gos intentaban usar los AGs para simular los sistemas biolégicos, Holland
notd cémo el algoritmo de busqueda natural podia ser usado para resolver
problemas que ocurrian en aplicaciones practicas [3, 26].

La mutacién en los AGs es un operador asexual que se aplica con proba-
bilidad p,, v que generalmente consiste en alterar parte de la representacién
del individuo.

Por otra parte, la recombinacién es un operador sexual que, con prob-
abilidad p., escoge dos individuos padres y los recombina para dar lugar
a dos individuos nuevos (aplicando dos veces el operador). El operador de
recombinacion es el operador de biisqueda més importante del AG.

Al igual que en la Programacion Evolutiva el operador de selecciéon usado
en este caso es probabilistico.

Como en el caso de las EEs, el esquema de un AG coincide con el es-
quema del AE general presentado en la seccion 1.2, la direrencia esa en las
caracteristicas de los operadores genéticos.

Los AG se han aplicado en problemas de optimizacion, planeacion de
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Figura 1.7: Acido Desoxirribonucleico.

movimientos, bases de datos, reconocimiento de patrones, etc. [23].

1.4. Conceptos Basicos

1.4.1. Fundamentos Biolégicos

Para comenzar, recordemos que todos los seres vivos estamos compuestos
del material genético conocido como ADN (Acido Desoxirribonucleico, figu-
ra 1.7). Dentro de las células existen cadenas de ADN que son responsables
de la transmisién genética; estas cadenas reciben el nombre de cromosomas.
Si una célula contiene un solo cromosoma o conjunto de cromosomas se le
llama haploide, y se le denomina diploide en el caso de que contenga 2
copias de cada cromosoma.

Un gene es una seccién de ADN que codifica una cierta funcion y sélo
puede ocupar un cierto lugar dentro del cromosoma. A los diferentes valores
que un gene puede tomar se les da el nombre de alelos.

Reciben el nombre de gametos aquellas células que llevan informacién
genética de los padres con el fin de llevar a cabo la reproduccion sexual. Al
conjunto total de genes de un organismo se le llama genoma.

La reproduccion sexual consiste de manera general en la recombinacién o
cruza de los genes de uno (asexual) o dos (sexual) padres para dar lugar al
genoma de un nuevo individuo. Durante este proceso eventualmente ocurren
errores de copiado conocidos como mutaciones.

Ahora bien, un individuo es el elemento basico de una poblacién, de man-
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Figura 1.8: Representacién binaria de un cromosoma. En CE cada cromosoma
corresponde con un individuo.

era que una poblacién es un conjunto de individuos capaces de relacionarse
e interactuar juntos. Cada individuo estd determinado por su composicion
genética, la cual recibe el nombre de genotipo. Posteriormente, el genotipo
da lugar a los rasgos especificos u observables del individuo, los cuales reciben
el nombre de fenotipo.

Un individuo se desarrolla dentro de un cierto ambiente y este ultimo a
su vez actia sobre el individuo alterando su capacidad de reproducirse, mejor
conocida como aptitud. Con base en la aptitud de cada individuo, el proceso
de seleccién determinara cuales son los individuos que se reproduciran para
dar lugar a nuevas generaciones.

A través de las generaciones, las frecuencias de los alelos correspondientes
a los individuos de una poblaciéon van cambiando como resultado del proceso
de seleccién. Sin embargo, este cambio puede también ser un resultado de
mutaciones o del azar; a este fendmeno se le llama desvio genético.

Un nicho ecoldlogico se caracteriza por estar constituido por organismos
de la misma especie, es decir, individuos similares que se reproducen entre si y
que ademds comparten la misma estrategia de supervivencia. Dos especies
que ocupan nichos diferentes pueden coexistir de una manera estable. Sin
embargo, dos especies que ocupan el mismo nicho ecolégico compiten hasta
que la més débil termina por extinguirse.

1.4.2. Conceptos de Computaciéon Evolutiva

Dado un problema a resolver, en Computacién Evolutiva (CE) un cromo-
soma se representa con una estructura de datos que codifica los parametros
de una posible solucién a dicho problema.

Cada cromosoma corresponde a un individuo de la poblacién. Los cro-
mosomas usualmente son representados por cadenas binarias (figura 1.8).
Dado que un gene es una subseccién de un cromosoma, codificara el valor
de un solo pardmetro (figura 1.9).

Asi pues, el genotipo corresponde con la codificacién (digamos binaria)
del cromosoma y el fenotipo con la decodificacion de éste, ver figura 1.10.
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117010

Figura 1.9: Un gene es una subcadena del cromosoma.

ﬂﬂﬂ =) 3 fenotipc

genotipo  decodificacion

Figura 1.10: El genotipo determina directamente el fenotipo.

Los alelos son los valores posibles que puede tomar cada posicién genética.
Por ejemplo, si la codificacién es binaria, un alelo puede valer 0 o 1 (figu-
ra 1.11).

La aptitud de un individuo es un valor que se le asigna y que denota la
calidad de éste con respecto a los demas. Por ejemplo, el valor correspondiente
de la funcién objetivo.

Se llamara generacion a la creacién de una poblacion nueva a partir de
la existente, previo calculo de aptitudes.

En el caso en el que un individuo puede recombinarse con cualquier otro
de la poblacién, ésta recibe el nombre de poblaciéon panmitica.

Como ya se habia mencionado antes, la epistasis se refiere el impacto
que puede tener un cierto gene sobre otro en una posicion distinta. Cuando
un sistema tiene poca epistasis (o ninguna) es trivial encontrar su solucién.
Sin embargo, en el caso contrario, el problema puede resultar bastante dificil
o incluso imposible de resolver para un AE. A estos problemas se les ha dado

1/01]0
1 alelo

Figura 1.11: Un alelo es el valor que toma el gene.
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Punto de cruza Punto de cruza
' '

[1[o[ 1[0 1] 1] o] 1] L[ 2[2[ of 4 1[1]o]

\/

[1[o[2]o[ 1] 1] 1] o

[1[1[ [0 1]1]0[4]

Descendientes

Figura 1.12: Cruza de un punto.

Puntos de cruza Puntos de cruza
' 7 ' '
|1[of1][1]0]1]0]1] L 1[2][1]0o] 2] 1]1]0]

\/

[1[o[2] o[ 2[ 1] 0] 1]

[1[a[2[ 2] o[2]1]o]

Descendientes
Figura 1.13: Cruza de 2 puntos.
el nombre de deceptivos.

En cuanto a la seleccién, las técnicas usadas en los Algoritmos Genéticos,
por ejemplo, pueden ser:

» Probabilisticas (de acuerdo a la aptitud de cada individuo [26]).
Ejemplos: la ruleta [31], sobrante estocéstico [5, 6], universal estocastica
[4], muestreo deterministico [31].

» Mediante torneo (comparaciones directas de los individuos). Se tienen
dos versiones: deterministica y probabilistica [55, 6].

= De estado uniforme. Se usa en AGs en los que sélo unos cuantos
individuos son reemplazados en cada generacién [56].
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Padre 1 Padre 2

tfo]2] tofr[s]2]o]

N

‘O‘O‘ Hijo 1

Padre 1 Padre 2

[ fofefofefefofe ) [afefrfo]afs]x]o]

‘1‘1‘1‘0‘1‘1‘1‘0‘Hij02

Figura 1.14: Cruza Uniforme. Cada padre aporta un gene con una probabil-
idad dada (de 0.5 en este caso).

Los operadores de reproduccién usados en CE son clasificados en tres
grupos:

s Cruza. Forma un nuevo individuo combinando los cromosomas de los
padres. Ejemplos:

e Cruza de n-puntos. Los padres intercambian parte de su cadena
cromosomica para generar una nueva alterndndose basados en los
puntos de cruza (figuras 1.12, 1.13).

e Cruza uniforme. Los padres aportan cada uno de sus alelos con una
probabilidad dada para dar lugar a una nueva cadena (figura 1.14).

= Mutacién. Obtiene un nuevo cromosoma alterando los genes del cro-
mosoma padre. Ejemplo:

e Mutacion uniforme. Se va recorriendo la cadena y con una cierta
probabilidad se altera el gene en turno (figura 1.15).

= Reordenamiento. Cambia el orden de los genes del cromosoma padre.
Ejemplo:

e Inversién. Los genes entre dos puntos elegidos al azar son inver-
tidos (figura 1.16).
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1/0(1 |1 /0|0 1|0 | Cadena original

Mutar posicion 6 |

1/0(12 1|0 1|1 |1 |0 | Cadenamutada

Figura 1.15: La mutacién consiste en alterar el valor del gene.

Cadena original: 1/0 /1|1 ]0]0|1]oO
Puntos de inversion: I
Cadena resultante: 1/0({1/0 0|2 ]1]0O

Figura 1.16: Ejemplo de inversion.

Se ha considerado que los operadores de cruza ayudan a explotar el
espacio de busqueda; es decir, a atravesar el espacio de bisqueda mediante
movimientos pequenos en la direccion que segin la informacién obtenida de
los individuos parezca promisoria. Por otra parte, los operadores de mutacién
colaboran a explorar el espacio de biisqueda, es decir, a realizar saltos a
regiones no explotadas con el fin de localizar mejores regiones y a la vez
evitar quedar atrapados en 6ptimos locales.

En concordancia con la seleccion natural de los més aptos, en los AE
existe un mecanismo que permite que los individuos con mejor aptitud pasen
intactos durante el proceso de generaciéon de una nueva poblacion; este mecan-
ismo recibe el nombre de elitismo. El elitismo asegura que la mejor solucion
encontrada hasta el momento no sea perdida a causa del proceso evolutivo.
En un capitulo posterior se demostrara que el elistimo es necesario para la
convergencia del AG.
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Capitulo 2

Elementos de Probabilidad

El andlisis que se presentard de los Algoritmos Genéticos tiene como base
la teoria de la probabilidad, especificamente las cadenas de Markov finitas,
por lo que en este capitulo se proporcionan los preliminares necesarios para
dicho desarrollo.

2.1. Definiciones Basicas

El material que se presenta en esta seccion fue tomado de las referencias
42, 7.

2.1.1. Espacios de Probabilidad

Definicién 2.1.1 Un conjunto A # O, cuyos elementos son subconjuntos
de un conjunto €1, es llamado una o — algebra si:

(i) A € A= A° € A, donde A° = Q — A denota el complemento del
conjunto A, y

(i1) U, A, € A para cada sucesion (Ap)nen C A.
Por ejemplo, sea Q = {a,b, ¢, d} y consideremos:
Al - {@; Q; {a}a {ba C, d}}
Ay = Ay U {{b},{a,b},{c,d},{a,c,d}} y
As ={0,Q,{b,c,d}}
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Entonces A; y As son o — dlgebras, mientras que A3 no lo es.

Definicién 2.1.2 El par (2, A), en donde A es una o — dlgebra de subcon-
juntos de €2, es llamado un espacio medible. Una funcion v que asigna un
nimero v(A) € [0,00] a cada subconjunto A € A, es llamada una medida
sobre (2, A) si v(0) = 0 y v(U2,A4,) = >0, v(A,) para cada sucesion
(Aj)iev de subconjuntos de A disjuntos por pares. La tercia (2, A,v) es lla-
mada un espacio de medida.

Definicién 2.1.3 Sea (2, A) un espacio medible y P una medida sobre (€2, A)
con P(Q2) = 1. Entonces P es llamada una medida de probabilidad, los
conjuntos A € A son llamados eventos, () es el espacio muestral, el
nimero P(A) con A € A es llamado la probabilidad del evento A, y la
terna (2, A,P) es llamado espacio de probabilidad. Si P(A) = 1 para
algin evento A, entonces se dice que el evento ocurre con probabilidad 1.

Dado un experimento en particular, el conjunto de resultados posibles es
un espacio muestral. Por ejemplo, si tiramos dos dados tenemos que, impor-
tando el orden:

Q= {{111}7{112}7{113}5{114}7{175}1{116}1
{2,1},{2,2},{2,3},{2,4},{2,5},{2,6},
{3,1},{3,2},{3,3},{3,4},{3,5}, {3,6},
{4,1},{4,2},{4,3},{4,4},{4,5},{4,6},
{5,1},{5,2},{5,3}, {5, 4}, {5,5}, {5, 6},
{6,1},{6,2},{6,3},{6,4},{6,5}, {6,6}}

En este caso podemos definir una o — algebra A de subconjuntos de €2 como
A = 29 es decir, el conjunto potencia de €. Cada uno de los resultados tiene
la misma probabilidad: P(A) = %, para cada A € Q. Los eventos, es decir,
los elementos de A, constan de uno o més de los posibles resultados. Por
ejemplo tenemos los siguientes eventos y su probabilidad:

= {{1,1},{6,4}, {4,5}} P(A1) = 5
={{4,1}} P(4z) = 35
{{2 2},{6,3}} P(As) = 55

A4 P(A4y) =1
El evento €2 ocurre con probabilidad 1.
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2.1.2. Variables Aleatorias

Definicién 2.1.4 Sean (2, 4) y (¥, A") espacios medibles. La funcion X :
Q — Q' es llamada una funcién medible si X 1 (A") € A para todo A’ € A'.

Definicién 2.1.5 Sea (2, A,P) un espacio de probabilidad y (', A") un
espacio medible. En este caso, una funcion medible X : Q — Q' es lla-
mada una variable aleatoria. La funcion Px : A" — [0,1] C R con
Px(A") := P(X 1(A4") para todo A" € A’ es llamada la distribucién de
probabilidad de X.

En otras palabras, se dice que hemos definido una variable aleatoria
para un experimento aleatorio cuando hemos asociado un valor generalmente
numérico a cada resultado del experimento. A continuacién se presentan al-
gunos ejemplos de variables aleatorias:

= Consideremos el experimento aleatorio que consiste en lanzar tres mon-
edas. Supongamos que a cada elemento de su espacio muestral £ =
{cce, cex, cxe, xee, cxx, xex, vare, rra} le asignamos un nimero real, que
es el correspondiente al numero de caras.

= En el experimento aleatorio que consiste en lanzar dos dados, asignamos
a cada resultado la suma de los puntos aparecidos en cada dado.

= En el experimento que consiste en elegir al azar 500 personas y medir
su estatura, la funcion que asocia a cada persona con su talla es una
variable aleatoria.

= Consideremos el experimento que consiste en elegir al azar 100 sandias
de una plantacién y pesarlas. La funcion que asocia a cada sandia con
su peso es una variable aleatoria.

Si una variable aleatoria sélo toma valores enteros, ya sea, un nimero
finito o infinito numerable de valores diremos que es discreta (los dos primeros
ejemplos). Si tedricamente, puede tomar todos los valores de un intervalo de
R, diremos que es continua (los dos ultimos ejemplos). En el presente trabajo
consideraremos tnicamente variables aleatorias discretas.
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Definicién 2.1.6 Sea g(.) una funcion medible con valores reales y sea X
un variable aleatoria discreta con valores en el conjunto {xy, s, --}. Si

Z l9(z:)|P{X = 7;} < o0

entonces

Elg(X)] == 3 g()P{X = )

se llama valor esperado de la variable aleatoria g(X). Si ademds, 3; |g*(z;)|P{X =
z;} < 00, entonces

D[g(X)] := VIg(xX)]'/*

son llamados la varianza y la desviacién estandar, respectivamente,

de g(X).

Lema 2.1.1 Sean X y Y dos variables aleatorias y a y b constantes. En-
tonces:

(a) Ela] = a
(b) E[aX +b] =aE[X]+b

(¢c) E[X +Y]| =E[X]+E[Y].
Demostracién [7].

Lema 2.1.2 Sea X wuna variable aleatoria:

V[X] := E[X?] — E[X]?

Demostracién [7].
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Figura 2.1: La rana puede brincar con igual probabilidad hacia las hojas
adyacentes o bien brincar pero quedarse en donde esta actualmente. Su estado
define una cadena de Markov.

2.2. Cadenas de Markov Finitas

2.2.1. Definiciones Basicas

El material presentado en esta seccién fue tomado de las referencias [45,
29].

Definicién 2.2.1 Si S # O es un conjunto finito y {X; : t € IN} es una
sucesion de variables aleatorias con valores en S con la propiedad de que:

P{Xt+1 = j|Xt = Z.;thl =1, "'7X0 = Z'0} =
P{Xt+1 = j|Xt = Z} =!DPij

para todo t > 0 y para todo i, € S, entonces la sucesion {X; : t € IN} es
llamada una cadena de Markov finita con espacio de estados S.

El nimero p;; se llama probabilidad de transiciéon del estado i al
estado j en un paso. Como estamos suponiendo que dichas probabilidades
son independientes de t € IN, decimos que la cadena es homogénea.

Consideremos una rana que se encuentra parada sobre una hoja en un
charco. La hoja en la que estd parada forma parte de un circulo de 10 ho-
jas numeradas del 0 al 9, y la rana se encuentra actualmente en la hoja 0
(figura 2.1).
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Supongamos que la rana se comporta de manera que cada minuto hace
un brinco después del cual tiene tres opciones igualmente posibles: quedarse
donde esta o bien brincar hacia una de las dos hojas adyacentes a su hoja
actual.

Sea R; la variable aleatoria que representa la posicién de nuestra rana en
el tiempo t. Al inicio, nuestra rana esta en la posicion 0, es decir Ry = 0.
Posteriormente, el valor de la variable se regira por las probabilidades de
transicion definidas como:

3
0 de lo contrario.

1 sii=josiiyjson adyacentes,
Pij =
Claramente, el valor de R; depende sélo de R;_;. De esta manera, R;
determina una cadena de Markov finita homogénea.
En el caso de nuestra rana:

S=1{0,1,2,3,..,9}

Puesto que S es finito, las probabilidades de transicion pueden ser puestas
en una matriz de transicion P = (p;;);jes. Notese que 3, p;; = 1 para
todo i € S.

Las probabilidades de transicion de la variable R; pueden ser acomodadas
de la siguiente manera.

[\

WO O O O O O Owrwik 2
OO0 OO O OwRsliFw— T
OO OO OwFwRwkO © WP
OO O OwrwirFwimr O O O &~
OO OwFwIFRIEO © O O Ol
O OwiFwFwIEF O O O O O O
QwlFwiFw— O O© O O© O O =
wiwl—wi— O O O O O O O o
vk O © O O O O Owik o

O© 0~ O O i W NN+~ O
O OO OO OwEwFwIE O

El vector fila 6(¢) con componentes 6;(t) = P{X; = i} para todo i €
S, denota la distribucion de la cadena de Markov en el paso ¢ > 0. Esta
distribucién puede calculare iterativamente, pues
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6(t) =6(t —1)P = 6(0) P, para todo ¢ > 0.
Por ejemplo, en el proceso de nuestra rana:

§(0) = {1,0,0,0,0,0,0,0,0,0}

5o(0) =1
De manera que:
5(1) = 6(0)P = {+.£.0,0,0,0,0,0,0, 1}
- _373777777773
1 21 1 2
5(2) =6(1)P=6(0)P*={=, -, - 0,0,0,0,0,5,5}

379°9
Asi pues, una cadena de Markov finita homogénea esta completamente de-
terminada por su distribucién inicial §(0) y su matriz de transicién P.

Definicién 2.2.2

» Una matriz P : n X m es llamada no negativa (P > 0) sip;; > 0y
positiva (P > 0) sip;; > 0 para todo i =1,...,nyj=1,..,m.

s Una matriz cuadrada no negativa es llamada estocastica si la suma
de cada una de sus filas es igual a 1. Ast, las matrices de transicion
son estocasticas.

= Una matriz estocdstica P es primitiva si
Jk € IN : P* es positiva (P* > 0)
» Fsirreducible si
Vi,j € S§: 3k € IN: p;;(k) >0,

en donde p;;(k) denota al elemento (i,j) de P*. Por lo tanto, toda
matriz positiva P es primitiva y toda matriz primitiva es irreducible.

» Una matriz P es reducible (por supuesto si no es irreducible y) si
puede ser acomodada en la forma:

C 0
R T
con matrices cuadradas C y T.
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= Finalmente, una matriz estocdstica P es diagonal positiva si cada ele-
mento en su diagonal es positivo, es columna-permisible si al menos
un elemento en cada columna es positivo y es estable si tiene filas
idénticas.

A continuacion se presentan algunos resultados que seran de utilidad en
capitulos posteriores.

Lema 2.2.1 Sean P, (Q y R matrices estocadsticas, donde ) es positiva y R
es columna-permisible. Entonces la matriz producto PQR es positiva.

Demostracién [29].

Lema 2.2.2 Sean P, (Q y R matrices estocdsticas, donde () es irreducible y
P, R son diagonal positivas. Entonces el producto PQR es irreducible.

Demostracién [29].

Teorema 2.2.1 Sea P una matriz estocdstica primitiva. Entonces P con-
verge cuando k — oo a una matriz estocdstica positiva estable P> = 1'p™,
donde 1' es un vector columna de unos y p> = p° - limy,_,o P¥ = p° P> tiene
entradas positivas y es unica independientemente de la distribucion inicial

p°.

Demostracién [29].

Teorema 2.2.2 Sea P, ., una matriz estocastica reducible, donde C' : mxXm
es una matriz estocdstica primitiva y R, T # 0. Entonces:

c* 0 o> 0
00 __ 11 k _ 11 _
Pr= i r _;3520<z§:01TiR0’“‘ Tk>_<Roo o)

es una matriz estocdstica estable con P*® = 1'p*>°, donde 1' es un vector
columna de unos y p™ = p° P™® es nica independientemente de la distribu-
cion inicial y, ademds, p>° satisface: p® > 0 para 1 <1 < m y p® =0 para
m<i1<n.

Demostracién [29].
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2.2.2. Clasificacion de Estados y Cadenas

Considérese una cadena de Markov con espacio de estados finito S # .

En esta seccion se clasificaran los estados de una cadena de Markov de
acuerdo a si es posible ir de un determinado estado a otro estado determinado
(32].

Definicién 2.2.3 Decimos que el estado i induce al estado j y lo denotamos
por i — j sty solo si pfj > 0 para algun k > 1. Si tenemos que v — j yj — 1@
decimos que el estado i estd comunicado con el estado j (o que los estados
i, j son comunicantes) y lo denotamos por i <> j.

A partir de la definicién anterior, los estados son divididos en “clases de
equivalencia”. Dos estados estan en la misma clase de equivalencia si estan
“comunicados”, es decir, si el proceso puede ir de un estado a otro y viceversa.

Las clases de equivalencia son clasificadas como conjuntos ergdédicos
(también llamados recurrentes) o conjuntos transitorios. De esta manera
los estados pertenecientes a ellas serdn llamados estados ergddicos y transi-
torios, respectivamente.

Para cada cadena de Markov finita debe existir siempre al menos un
conjunto ergddico; sin embargo, los conjuntos transitorios no necesariamente
existen.

Una vez que una cadena abandona un conjunto transitorio nunca regre-
sard a él, mientras que una vez que entra en un conjunto ergédico nunca
podréa abandonarlo.

En particular, si un conjunto ergédico contiene sélo un estado, éste recibe
el nombre de estado absorbente pues una vez estando en él, la cadena de
Markov se quedara alli por siempre. De lo anterior tenemos el siguiente:

Teorema 2.2.3 Un estado i es absorbente si y solo si p; = 1.
Demostracién [32].

Los conjuntos ergddicos pueden ser clasificados de dos maneras:

1. Regular: En este caso, el conjunto consta de un ciclo tinico de estados,
por lo que no importa cudl sea el estado en el que la cadena inicie,
después de un tiempo suficientemente grande la cadena podria estar en
cualquier estado del conjunto (matriz de transicién primitiva).
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Ciclico (o periédico): En este caso el conjunto esta dividido en d
ciclos distintos de manera que dado un estado de inicio determinado,
la cadena ira recorriendo los diferentes ciclos hasta regresar al ciclo en
el que inicié después de exactamente d pasos.

Las cadenas de Markov pueden clasificarse segtin si éstas contienen o no
conjuntos transitorios:

I

IT

Cadenas sin Conjuntos Transitorios

Sin pérdida de generalidad supondremos que en este caso existe s6lo un
conjunto ergddico, es decir, todo el conjunto de estados de la cadena
es un conjunto ergédico. Una cadena que consiste de un tnico conjun-
to ergddico es llamada una cadena ergddica, y puede coincidir con
algunos de los siguientes dos casos:

[-A El conjunto ergbdico es regular.

[-B EIl conjunto ergddico es ciclico.

Cadenas con Conjuntos Transitorios

En este caso, la cadena se mueve hacia los conjuntos ergédicos. La prob-
abilidad de que el proceso se encuentre dentro de un conjunto ergédico

tiende a 1. En este caso nuevamente podemos clasificar este tipo de
cadenas con base en las caracteristicas de sus conjuntos ergddicos.

II-A Todos los conjuntos ergddicos son conjuntos unitarios. Este tipo de
cadenas son llamadas cadenas absorbentes, pues eventualmente
quedaran atrapadas en un estado absorbente.

II-B Todos los conjuntos ergddicos son regulares, pero no unitarios.
[I-C Todos los conjuntos ergddicos son ciclicos.

[T-D Existen tanto conjuntos ergodicos regulares como ciclicos.

2.2.3. Cadenas Absorbentes

Son de nuestro especial interés en este trabajo las cadenas absorbentes,
por lo que en esta secciéon se presentaran algunas propiedades importantes
de ellas [32].
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Teorema 2.2.4 Para cualquier cadena de Markov finita absorbente, no im-
porta el estado en el que el proceso inicie, la probabilidad de que el proceso se
encuentre en un estado absorbente después de n pasos tiende a 1 conforme
n tiende a infinito.

Demostracién [32].

Es importante considerar la forma candnica de la matriz de transicion de
una cadena de Markov. Supongamos que tenemos s estados transitorios y
r — s estados ergddicos y que reunimos a todos los conjuntos transitorios y a
todos los conjuntos ergddicos, la forma es la siguiente:

(5 0) 1

La regién O consiste completamente de ceros. La matriz (Qs«s representa
a la cadena mientras ésta se encuentre en estados transitorios, la matriz
Ry (r—s) representa la transicion de estados transitorios a estados ergodicos
y la matriz Sp_g)x(r—s) representa la cadena una vez que ha alcanzado un
estado ergddico.

Si consideramos una cadena absorbente, tenemos que por definicion S =
Iy —s)x(r—s), asi su forma candnica es:

r—s s
(I O\ }r—s
P= ( R Q ) }s
Por el Teorema 2.2.2 podemos ver que las potencias de () tienden a O.

Teorema 2.2.5 Para cualquier cadena de Markov absorbente, I — () tiene
una inversa v,

(T-Q ' =1+Q+Q +-=> ¢
k=0

Demostracién [32].

Definicién 2.2.4 Para una cadena de Markov absorbente definimos la ma-
triz fundamental como N = (I — Q)™".
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Definicién 2.2.5 Definimos n; como una funcion cuyo valor es el nimero
total de veces que el proceso estd en el estado sj. (Esta definicion sélo es
valida para estados transitorios s;). Definimos a uf como una funcion que
toma el valor de 1 si el proceso estd en el estado s; en el paso k, y 0 de otra
manera.

Es facil ver que:
o0
_ k
n; =) u
k=0

Sea T el conjunto de estados transitorios de la cadena de Markov, si
denotamos con E;[n;] al valor esperado de n; suponiendo que el proceso
inicia en el estado s;, tenemos el siguiente:

Teorema 2.2.6 {E;[n;|} =N

Demostracién [32].

Definicién 2.2.6 Sea t una funcion cuyo valor estd dado por el nimero de
pasos (incluyendo la posicion original) en los que el proceso se encuentra en
un estado transitorio.

Si el proceso inicia en un estado ergédico entonces t = 0. Si el proceso
inicia en un estado transitorio, entonces t nos da el nimero total de pasos
necesarios para alcanzar un estado ergédico. En una cadena absorbente este
es el tiempo de absorcion.

Sea & un vector columna cuyas entradas son todas 1.

Teorema 2.2.7 {E;[t]} = N¢

Demostracion Es facil ver que

Asi,
{Eilt]} = {E[D>_ nj]} = {>_ Eiln;]} = N¢.

s;e€T s;€T
| ]

Teorema 2.2.8 {V,[t]} = (2N — I)N¢ — (N¢)?

Demostracién [32].
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Capitulo 3

Algoritmo Genético Simple

Los Algoritmos Genéticos se usan a menudo para resolver problemas de
optimizacién del tipo: max{f(b)|b € B’ = {0,1}'} (el conjunto B’ contiene a
todas las cadenas de ceros y unos de longitud /) suponiendo que 0 < f(b) < oo
para todo b € B’ y f(b) # const.

En este capitulo iniciamos nuestro estudio de la convergencia de los AGs.

Consideraremos principalmente dos casos, el AG sin elitismo, también cono-
cido como AG Simple (AGS) y el AG con elitismo (AGE).

3.1. Estudios de Convergencia

3.1.1. Algoritmo Genético sin Elitismo

En [41] Rudolph modela el Algoritmo Genético Simple (AGS) mediante
una cadena de Markov finita homogénea.

Cada estado 7 de la cadena de Markov corresponde a una posible poblacién
del AGS de tal manera que el espacio de estados es S = B™ donde n es el
nimero de individuos de la poblacién y [ es la longitud de cada individuo.
Definimos a 7..(¢) como el individuo & de la poblacién i en el paso t.

Dada la naturaleza del AGS, la matriz de transicion P que lo representa
queda definida como

P = CMS,

donde C, M y S son las matrices de transiciéon de los operadores de cruza,
mutacion y seleccion respectivamente.
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Cuando se usa mutacion uniforme los elementos de M son

mij = pii (1 — pp)N i > 0,

en donde p,, es la probabilidad de mutacién del AGS, H;; es la distancia de
Hamming entre los estados i y j, y N = nl (la distancia de Hamming entre
dos cadenas binarias se define como el numero de posiciones en las que tales
cadenas son distintas). De lo anterior concluimos que M es positiva.

Por otra parte, dado que el operador de selecciéon lo que hace es propor-
cionarnos pares de individuos con fines de que ya sea que pasen intactos a la
poblacién siguiente o que con una cierta probabilidad mediante el operador
de cruza puedan dar lugar a otros dos individuos nuevos, la matriz de tran-
sicion de este operador lo que hace es dejar “ordenados” a los individuos tal
y como se iran tomando para dar lugar a la poblacion siguiente.

El uso de un operador de seleccién proporcional o de torneo [45] determina
la existencia de una probabilidad estrictamente positiva de que la poblacién
quede intacta, lo cual asegura que los elementos de la diagonal s;; de la matriz
de transicion del operador son positivos, por lo que se concluye que la matriz
S es columna-permisible.

En resumen tenemos que la matriz M es positiva y S es columna-permisible.
Luego, por el Lema 2.2.1, la matriz P = CMS es positiva y por lo tanto prim-
itiva.

Para poder hablar de convergencia a continuacién se presenta la definicion
correspondiente para el AGS [41]:

Definicién 3.1.1 Sea Z; = maz{f(r}(i))|k =1, ...,n} una sucesidén de vari-
ables aleatorias que denotan la mejor aptitud dentro de la poblacion represen-
tada por el estado v en el paso t. Un algoritmo genético converge al optimo
global st y solo si:

limy oo P{Z, = f*} =1 (3.1.1)
donde f* = maz{f(b)|b € B'}.

De esta manera entenderemos que el AGS converge al 6ptimo global de la
funcién objetivo si la probabilidad de que éste se encuentre en la poblacion
tiende a 1 cuando el niimero de iteraciones tiende a infinito.
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Asi pues, dada la definicién anterior y usando el Teorema 2.2.1 Rudolph
demuestra que el AGS no converge:

Teorema 3.1.1 El AGS con matriz de transicion primitiva no converge al
optimo global.

Demostracién Sea i € S cualquier estado en el que maz{f(7L(i))|k =
1,...,n} < f*y pi(t) la probabilidad de que el AGS esté en tal estado i en el
paso t. Claramente, P{Z; # f*} > p;(t) & P{Z, = f*} < 1 — p;(t). Por el
Teorema 2.2.1 la probabilidad de que el AGS esté en el estado 7 converge a
pi(00) > 0. Por lo tanto:

limy oo P{Zy = [*} <1 —pi(o0) <1,

es decir, la condicién (3.1.2) no se satisface. m

El Teorema 3.1.1 muestra que dado que segin el Teorema 2.2.1 la matriz
de transicién P del AGS converge a una matriz positiva, la probabilidad de
estar en un estado no-6ptimo es estrictamente positiva conforme el niimero
de iteraciones se incrementa por lo que la probabilidad de permanecer en un
estado optimo no es 1 en el limite.

3.1.2. Algoritmo Genético Elitista

En [41] Rudolph argumenta que en las aplicaciones del mundo real el
AGS comtinmente mantiene a través del proceso evolutivo la mejor solucién
encontrada hasta el momento por lo que lo correcto es modelar el AGS de
tal manera.

Asi pues, consideraremos ahora agregar a la poblaciéon del AGS un super
individuo que no tomard parte en el proceso evolutivo y que por facilidad en
la notacion sera colocado en la primera posicién a la izquierda, es decir, se
podra accesar a él mediante 7y (7). Llamaremos a esta nueva versiéon Algoritmo
Genético Elitista (AGE).

La cardinalidad del espacio de estados de la cadena de Markov corre-
spondiente crece ahora de 2™ a 2D debido a que tenemos 2! posibles
stiper individuos y por cada uno de ellos tenemos 2™ poblaciones posibles.

El operador de elitismo estara representado por la matriz E que lo que
hard sera actualizar un estado de tal manera que si éste contiene un individuo
mejor que su actual super individuo éste serd reemplazado por aquél.
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En particular, sea:

i = (mo(7), m (1), m2(4), ..., 7 (1)) € S

mo(i) es el siper individuo de la poblacién (estado) i. Ahora bien, sea
b =argmax{f(m(i))|k = 1,...,n} € B’ el mejor individuo de la poblacién i
excluyendo el super individuo y:

7 b, (4), (i), .., o (i) €S

entonces:

cs={ § I <10
0 de otra manera.

La nueva matriz de transiciéon para el AGE resulta del producto de una
matriz que estd compuesta por 2! matrices P, una por cada posible super in-
dividuo acomodadas de manera que entre mejor sea su stuper individuo mas
alta serd su posicion, y la matriz E del operador de elitismo:

P Eq1
P+ . P E21 E22
P E2l,1 Ezlyz st E21’21
PEq;
PEy;; PEss
PEZ‘,I PEZI,Z R PEzl’zl

La estructura mostrada de la matriz P™ se debe a que, como ya se men-
ciond, las poblaciones estan ordenadas de manera descendente de acuerdo a
la calidad de su super individuo. De tal manera los espacios en blanco repre-
sentan ceros puesto que no es posible pasar de un estado a otro con un stiper
individuo de menor calidad.

De lo anterior se concluye que PE;; = P puesto que tales matrices cor-
responden con las poblaciones que tienen como super individuo al 6ptimo

fr
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Por otra parte, haciendo las siguientes definiciones:

PE-; PE-,
R = : T = : .
PE2171 PE2172 c PE21,21

concluimos que la matriz P* es reducible a la forma:
P O
Pt = .
Como conclusién tenemos el siguiente teorema:

Teorema 3.1.2 El AGE converge al dptimo global.

Demostracion La submatriz P contiene las probabilidades de transicion de
estados 6ptimos globales. Puesto que P es una matriz estocastica primitiva
y R, T # 0, el Teorema 2.2.2 garantiza que la probabilidad de permanecer
en un estado no-6ptimo converge a cero. Por lo tanto la probabilidad de per-
manecer en un estado éptimo global converge a 1. m

Asi pues, se ha demostrado la convergencia del AGE, es decir, de un Al-
goritmo Genético que usa elitismo.

3.2. Condiciones Minimas de Convergencia

Posterior al trabajo de Rudolph, Alexandru Agapie [1] realiz6 un par de
modificaciones a las condiciones impuestas en el modelo del AGS desarrollado
en la seccion anterior.

Alexandru hace notar que la condicién de que la matriz del operador de
mutacién (M) sea positiva es demasiado fuerte y que, de hecho, es un tanto
inadecuada para los AGs comunes. Por ejemplo, supongamos que se tiene una
poblacién de tamano 20 con individuos de longitud 20 y p,,= 0.1. Entonces
la probabilidad de pasar del estado ¢ = (111...1) al estado j = (000...0)
es aproximadamente m;; ~ 1074, Como podemos ver, tal probabilidad de
transicién es tan pequena que podria ser considerada como cero.

Por tal razén, en este trabajo se demuestra que aunque la matriz de tran-
sicion M no sea positiva la convergencia se conserva, aunque cabe mencionar
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que se introduce una condicién a la matriz correspondiente a la cruza que, si
recordamos, era arbitraria.

La principal idea del trabajo de Agapie es la siguiente: el permitir muta-
ciones de un solo bit es suficiente para hacer que el AGE converja puesto que
mutaciones de varios bits pueden ser llevadas a cabo “por partes” mediante
mutaciones de un solo bit a la vez. De esta manera, la condicién de que la
matriz M sea positiva puede ser relajada a que la matriz M sea irreducible.

De manera general, supongamos que un AGE tiene una matriz de transi-
cion del operador de mutacion tal que sélo permite mutar como maximo un
nimero fijo de bits, digamos 7', menor que la longitud del cromosoma.

Denotemos con H;; la distancia de Hamming entre las poblaciones i y j.
Lo que queremos demostrar ahora es que la matriz de mutacion descrita es
irreducible.

Lema 3.2.1 Sean T, 1 < T < 2" un entero y M la matriz estocdstica
correspondiente al operador de mutacion de un AG que satisface: m;; = 0 si
H;; >T ym; >0 de otra manera. Entonces M es irreducible.

Demostracién m,; > 0 para cada par (i, j) tal que H,;; < 1. Ahora, sean i y
j dos poblaciones con H;; =k, 1 <k < 2" Es claro que puede encontrarse
una cadena (Z, il, ig, . ik—l,j) tal que Hi,i1 = Hi1,i2 —, e, = Hik—l,j =1 y
TGy My g oMMy = M5 > 0. ASf, M es irreducible. =

Si recordamos, en la seccién anterior se mencioné que la matriz de tran-
sicién de un operador de seleccién proporcional es columna-permisible, pero
de hecho se concluy6 que es diagonal positiva. Por otra parte, el uso de una
probabilidad de cruza p. < 1 da a la matriz de transicién la propiedad de ser
también diagonal positiva [1].

En resumen, tenemos en este caso que la matriz M es irreducible y las
matrices C y S son columna-permisibles; por tanto por el Lema 2.2.3 la
matriz P = CMS es nuevamente irreducible. Asi pues, todos los resultados
de la seccién anterior siguen siendo validos (recordemos que en la seccién
anterior la matriz P es primitiva y, en consecuencia, irreducible).
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Capitulo 4

Tiempo de Convergencia

El problema de caracterizar el comportamiento de los AG en varios domin-
ios es complejo puesto que varia con la aplicacién asi como con los parametros
de implementacién.

En este capitulo se mostrara el trabajo basado en cadenas de Markov que
se llevo a cabo para estimar el tiempo de convergencia de un AG.

4.1. Antecedentes

Como antecedentes a este trabajo, a continuacién se presentan los modelos
desarrollados por Carol A. Ankenbrandt [2] y Sushil J. Louis & Gregory J.
E. Rawlins [35].

4.1.1. Modelo Basado en Convergencia de Alelos

En [2], Carol A. Ankenbrandt obtiene una cota para el tiempo de ejecu-
cién necesario para la convergencia del AG mediante una sencilla prueba de
induccién matematica.

Aunque en el trabajo de Ankenbrandt se obtienen resultados para al-
goritmos binarios y no binarios, nos limitaremos a presentar los resultados
correspondientes a los binarios. Sin embargo, cabe mencionar que los resul-
tados para los algoritmos no binarios son analogos y representan el mismo
grado de dificultad.

En este trabajo se analiza la convergencia en funciéon de los valores que
toman cada uno de los alelos por separado, es decir, se considerara que el AG
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ha convergido cuando cada alelo ha convergido. De esta manera, se analiza
solo el tiempo que le toma a un alelo converger.

Sea t el tiempo y P; la proporcién de alelos que han tomado el valor 1
en el tiempo ¢ = 4 en una posicion particular j. Sea f; la aptitud de todos
los individuos que han tomado el valor 1 en la posicién j y sea fy la aptitud
de todos los organismos que han tomado el valor 0 en esa misma posicion.
Sea r = fi/fo la razén de aptitud y asumamos que se mantiene constante a
través del tiempo.

De lo anterior, se tiene la siguiente relacion de recurrencia:

f1P; _ rb
P+ —P)fo 1+(r—-1P

A partir de la féormula anterior se pueden obtener los términos Py, P, y P;
en términos de Py (omitiendo las operaciones intermedias):

Pt+1:

TP[)
p=——°2
YT+ (r=1)By

2

P
P, = "
1-— P() + T2P0

3P,
Py = o
1-— P() + T3P0

De lo anterior se intuye la férmula general:

tP,
P, = "t
1-— P() + TtPU

la cual sera demostrada por induccién:

1. El caso base es claramente valido (P).

2. El siguiente paso es demostrar:

P, 1P,

Po=—rr—es——e =B =
K 1—P0—|—Ttp() s 1—P0+7't+lpo

3. Demostracion:

Relacién de recurrencia:
Tpt

Py = —
T+ (- 1)P,
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Sustituyendo P;:

O = v
1+&—1w;g%%}

P ,r(t+1)P0
T A= P) 4 rtPy+ (r = 1)(rtR)
(t+1) p
T
P °

T (1=Py)+(1+r—1)rp

,r(t+1)P0

P, =
T (1= Py) 4R,

De esta manera ha sido demostrado que la proporciéon de alelos que han
tomado el valor de 1 en el tiempo ¢ en una posicién particular j puede ser
calculada con la férmula:

’I“tP[)

P
! 1—P0—|—’I“tP0

Sea t. el tiempo necesario para que el sistema converja y Py el valor de F; en
tal instante. Tenemos entonces:

. th P[]

- 1 — PU + TtCPU

Py

Despejando . (se omiten las operaciones):

In [Fi=r)]

t. =
Inr

Asi pues, asumiendo que el tamano de la poblacién es m procederemos a
obtener el valor de ¢, en el peor caso y en el caso promedio. En ambos casos
se asume una convergencia con tolerancia v de tal manera que Py =1 — 1.
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1. En el peor caso en la poblacién inicial s6lo un alelo ha tomado el valor
correcto por lo que en este caso: Py = 1/m. Por lo que se obtiene:

In((m — 1))

t =
¢ Inr

2. En el caso promedio se tiene que Py =0.5. Por lo tanto:

In(m — 1)
te = ——-
Inr
En este trabajo finalmente se aclara que para obtener una cota mas real en
una cierta aplicacion es necesario multiplicar el orden de los valores obtenidos
anteriormente por el orden correspondiente del proceso de evaluacién segin
sea el caso.

4.1.2. Modelo Basado en Distancias de Hamming

Dado que la seleccion natural usa la diversidad en una poblacién para dar
lugar a la adaptacién, en [35] Louis & Rawlins argumentan que ignorando
los efectos de la mutacion, si no existe diversidad no hay nada en lo que la
seleccion natural pueda trabajar, por lo que usan una medida de diversidad
para estimar el tiempo de convergencia necesario.

Asi pues, segtin [35], un AG converge cuando toda la poblacién es idéntica
o cuando la diversidad es minima. Usando un promedio de las distancias de
Hamming entre todos los miembros de una poblacién como una medida de
diversidad, los autores derivan una cota superior para el tiempo necesario
para llegar a un estado de diversidad minima en el cual el AG posiblemente
no pueda ya progresar de manera significativa. Sin embargo, el andlisis que
se va a presentar no predice de ninguna manera la calidad de la solucién a
la que se ha convergido.

El modelo asume un AG con seleccién proporcional, cruza de n-puntos y
sin mutacién. Sea [ la longitud de los individuos de la poblacién. El promedio
de distancias de Hamming en la poblacion inicial se puede aproximar bastante
bien con un distribuciéon normal con media hg:

h[):l/2

y desviacion estandar sg:

so = V1/2
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Dado que se estan ignorando los efectos de la mutacion, el promedio de
distancias de Hamming de una poblacion que ya convergié es cero. Por lo
tanto se procederd a analizar los efectos de la seleccion y la cruza.

Respecto a los efectos causados por la cruza, se tiene lo siguiente:

Lema 4.1.1 Los operadores de cruza tradicionales, como la cruza de n-
puntos, no cambian el promedio de las distancias de Hamming de una poblacion
dada.

Demostracién Se probard que el promedio de las distancias de Hamming
en la generacion ¢ + 1 es el mismo que en la generacién ¢ bajo el efecto de
la cruza. Asumiendo un alfabeto binario, podemos expresar el promedio de
distancias de Hamming de la poblacion en la generacion ¢ como la suma de
los promedios para cada uno de los [ genes. Sea h;; el promedio de Hamming
del gene i:

I
he = hig
i-1

Entonces el promedio de Hamming en la siguiente generacion es:

!
hiyr = Z hi 1

=1
En la ausencia de seleccién y mutacién, la cruza sélo cambia el orden en el
cual se suman las contribuciones de cada gene. Esto es:

hig = hiia

’

Por lo tanto:
hy = hiyy

Habiendo visto que la cruza no afecta el promedio de Hamming se proced-
era a analizar el efecto de la seleccidn. La seleccion es la parte de un AG que
depende del dominio en cuestion. Obtener una cota superior para el tiempo
de convergencia es asumir el peor caso y estimarlo, por lo que se usara la
funcién:

f(z) = constante

esta funcién no contiene ningin tipo de informacion ttil para un algorit-
mo de bisqueda, por lo que ningin algoritmo podrd hacerlo mejor que la
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busqueda aleatoria. Sin embargo, el AG perdera diversidad y eventualmente
convergerd gracias al desvio genético [35].

Asi pues, una expresion para el tiempo de convergencia en este caso nos
da una cota superior para el AG en cualquier funcién estatica.

Si una poblacién de tamano N contiene una proporcion p; del alelo binario
1, entonces la probabilidad de que se produzcan k copias del alelo ¢ en la

siguiente generacion es:
N _
(3 )=

Usando esta distribucién se tiene que calcular la probabilidad de que ocurra
una cierta frecuencia del alelo i en las generaciones siguientes. Sea f(p,t) la
probabilidad de que el alelo tenga una frecuencia p en la generacién ¢, donde
0 < p < 1, entonces[12]:

= B (1 5)

donde py es la frecuencia del alelo 7 en ¢ = 0. La funcion anterior especifica la
probabilidad de que un alelo no haya convergido, por lo que la probabilidad de
que el valor del alelo esté fijo, es decir, que haya convergido en la generacion
t es:

P(t) =1- f(p1)
Aplicando esto a un AG y asumiendo que los alelos convergen de manera

independiente, la probabilidad de que todos los alelos hayan convergido en
la generacién ¢ es:

l

P(t) = [1 _ Opoll = po) (1 - z)t]

Asi pues, la ecuacion anterior nos da el tiempo de convergencia del AG para
cualquier funcién estatica. Sin embargo, predecir el comportamiento en el
caso de una funcién arbitraria es mas dificil debido a las propiedades no
lineales que introduce la seleccién.

De manera general y asumiendo que la similaridad en las cadenas implica
similaridad en los valores de aptitud, podemos plantear la siguiente ecuacién
para el cambio en el promedio de Hamming por generacion:

ht+1 = f(ht)
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1. El teorema de los esquemas [26] indica que f(h;) es lineal:
hiyr = ahy — b
2. En la ausencia de mutacién el promedio de Hamming final es cero, lo
cual implica que b = 0.
Lo anterior nos da la relacion:
hipr = ahy

Resolviendo por recurrencia obtenemos la solucién general:

ht:{ 1/2 t=0

Clth() t>0

De esta manera, en cualquier aplicacion especifica es posible estimar el valor
de a midiendo el promedio de Hamming durante una corrida del AG.

4.2. Modelo Basado en Cadenas de Markov

En el Capitulo 2 se presentaron algunos resultados acerca de la matriz fun-
damental correspondiente a la matriz de transicion de una cadena de Markov.
Como vimos, tal matriz puede usarse para calcular los tiempos esperados de
convergencia de la cadena. En este capitulo aplicaremos tales resultados a la
correspondiente matriz de transicién del AGE.

Rudolph [41] mostré que la matriz del AGE tiene la forma:

P O
+_
* (5 x)
donde P es la matriz de transicién del AGS y:

PEs; PE;,
PE21’1 PEZI,Z R PE21’21

donde E;; son los correspondientes bloques de la matriz de elitismo E.
Puesto que en el modelo de Rudolph la matriz P corresponde con las
poblaciones cuyo stper individuo es el 6ptimo global, podemos considerar que
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al estar la cadena en uno de esos estados, se ha terminado el proceso. Luego,
cualquier cambio en la poblacién puede ignorarse pues el siper individuo no
se modificard. Asi pues, podemos reescribir la matriz como:

I 0
+ _
Podemos ver claramente ahora que la cadena de Markov correspondiente

al AGE es absorbente. De acuerdo a la Definicién 2.2.4, la matriz fundamental
que nos interesa en este caso es:

N=({-T)"

4.2.1. Estudio de la Matriz del AGE (P™)

Puesto que nuestro objetivo es conocer la matriz fundamental N, en
primer lugar procederemos a estudiar la estructura de la matriz bloque T.

Como recordaremos, una vez teniendo la matriz P se procedié a construir
la matriz P* de la siguiente manera:

P Eq;
P+ _ P E21 E22
P E2l,1 E2172 e E2l,2l
PEq;
PE;; PEs;
PEZ‘,I PEZI,Z A PEzl’zl
Matriz P

En esta seccion estudiaremos los elementos de la matriz P. Como sabe-
mos, dicha matriz es resultado del producto:

P = CMS

por lo que a continuacion se especificaran los elementos de las matrices cor-
respondientes.
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Padre 1 Padre 2

0/ 1|0 1 1] 1] 0 1
0, 0|01

Hijo

Probabilidad= (0.5 (0) (1) (1) =0

=05(0x0+1x0) 0.5(1x0+1x0)
05(0x0+0x0) 05(1x1+1x1)
=0.5(1+0) 0.5(0+0) 0.5(1+1) 0.5(1+1)
=0.5(1) 0.5(0) 0.5(2) 0.5(2)
=(0.5)(0)(1)(n=0

Figura 4.1: Ejemplo del calculo de la probabilidad de cruza uniforme. El
simbolo & se representd con la letra x.

Elementos de la Matriz de Cruza

Se modelaron los elementos de 2 tipos de cruza: uniforme y de un punto.
Para ello se definié la siguiente operacion:

I—‘O@
o = o
=1

La operaciéon @ no es mas que la negacién del o—exclusivo, y se aplicard en-
tre los bits correspondientes a una posicion fija de un padre y un posible hijo.
De manera que si los bits son iguales, el resultado es 1 y es 0 en caso contrario.

I Cruza uniforme:

Cuando se lleva a cabo la cruza uniforme (suponiendo un porcentaje
de cruza de 0.5) cada bit de un nuevo hijo tiene 0.5 de probabilidad de
ser igual al correspondiente bit de cada uno de los dos padres. Usando
este hecho se desarroll6 la formula siguiente:
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donde ¢(q) = 2L |.

Intuitivamente, dados dos padres y un posible hijo, la probabilidad de
obtener el segundo de los primeros no es mas que el producto de la
probabilidad de obtener de manera independiente cada bit del hijo a
partir de los padres. Por otra parte, la probabilidad de obtener un cierto
bit del hijo es: 1 si los correspondientes bits de los padres son iguales
entre ellos y al bit que se quiere obtener, 0.5 si los bits de los padres
son diferentes y 0 si los bits de los padres son iguales entre ellos pero
distintos al bit del hijo. La figura 4.1 muestra un ejemplo del calculo
de la probabilidad.

IT Cruza de un punto. Asumiendo que el punto de cruza se escoge aleato-
riamente se obtiene que:

r=1 k=1 s=1+a s=k—a

n [ 1 g (6= (-1
cii =[] [Z 7 ( I[I @@ eni(e) II (75 @Wﬁ(Q)))]

donde o = (1 — rmod2)(k — 1) y 5 = (1 — rmod2)(l — k).

En este caso, si suponemos fijo el punto de cruza, sélo tenemos que
verificar si los bits del primer padre desde el inicio de la cadena hasta
el punto de cruza son iguales todos a los correspondientes del hijo y
verificar que los que restan sean iguales (todos también) a los corre-
spondientes del segundo padre. En este caso, los términos de la matriz
so6lo pueden ser cero o uno. De manera que el término total es el resul-
tado de la suma de las probabilidades para cada posible punto de cruza
multiplicadas por la probabilidad de elegir cada punto.

FElementos de la Matriz de Mutacion

Como recordaremos, Rudolph modela el AG usando mutacion uniforme.
Los elementos correspondientes son:

mij = pHi (1 — pp) N~
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donde p,, es la probabilidad de mutacion y H;; es la distancia de Hamming
entre las poblaciones 7 y j. Puesto que la mutacién se aplica con probabilidad
pm a cada bit, la expresion del elemento m;; es bastante sencilla.

Elementos de la Matriz de Seleccion
La seleccion modelada es la conocida como seleccion proporcional. Co-

mo sabemos, en tal seleccién cada individuo tiene una probabilidad de ser
seleccionado proporcional a su aptitud, de donde:

NICNO)))
0 de otra manera.

o { AL i) (Y e fm (@)= 1,0} Yk =1,---,n.
iy —
en donde f es la funcién objetivo (aptitud).

Elementos de la Matriz P

Dado que la matriz P es el producto de las matrices de cruza, mutacién
y seleccion, tenemos que:

n n

bij = Z(Z CigMap) Spj
p=1 q=1
por lo que:
n n n [ o(r) Hn f (i
S S — = j

pij =) [Z (H(O 5)' 11 7 (i) @m(q)) (pHar (1 — p) N~ Hor) | A= (mi(4))

p=1 |g=1 \r=1 s=1t=¢(r)—1
Matriz E

La matriz E es la siguiente:

Ell
E21 E22
E2l,1 Ezlyz st E21’21
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poblaciones que

tienen como . .. segundo
sUper individuo al optimo ~mejor - - - peor
optmo | E;; | 0 | 0 0
segundo
m(%jor Ear | E22) 0O 0
0
peor Eoy | Edo| | Ez3

Figura 4.2: La estructura de la matriz de elitismo se debe a que el stiper indi-
viduo de una poblacion dada soélo puede mejorar, por lo que existen bloques
de ceros.

En [41] Rudolph menciona que esta matriz tiene exactamente un 1 por
fila ademds de que s6lo Eq; es una matriz identidad y las matrices Ea, (a >
2) son matrices identidad con algunos ceros en la diagonal. A continuacién
trataremos de aclarar estas aseveraciones y concretar un ejemplo especifico
de dicha matriz.

Como sabemos:

eij = { L si f(mo(2)) < f(b)

0 de otra manera.

donde b =argmax{f(m(i))|k = 1,....,n} € Bly
7 b, w1 (3), 7 (0), ..., (i) €S

Asi pues, dada una poblacion fija es claro que su stiper individuo no puede
mas que mejorar (figura 4.2), de manera que sélo tiene dos opciones:

1. Mantenerse intacta:
f(mo(i)) > f(b) = e =1
2. Actualizar su super individuo por el maximo de su poblacidn:

fmo(i)) < f(b) = e =1
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0 | 0 | O  obptimo
he 1 o | o | segundo
2 ‘ w " “‘mejor
: 0 !
hy -1 Ce peor
- poblaciones que
optimo s%ggjg(rjo "~ PeOTtienen como

super individuo a

Figura 4.3: Si las poblaciones hy y hy tienen como méximo al segundo mejor
individuo, después de aplicarles la matriz de elitismo ambas pasaran a ser
ho. De esta manera, la matriz de elitismo puede tener mas de un 1 en las
columnas diferentes de cero.

De lo anterior, concluimos que existe un 1 y sélo un 1 en las filas de la
matriz E y los demds elementos son ceros.

Ahora procederemos a estudiar la estructura de las columnas. Es claro
que ninguna poblacion ¢ pasara a ser aquella poblacién j en la que el super
individuo sea de menor calidad que el maximo dentro de ella, es decir,
f(mo(3)) < f(b). De aqui se sigue que la columna correspondiente a dicha
poblacién j constard completamente de elementos 0, es decir e;; = 0 para
todo i. Asi pues, la matriz E tiene columnas de ceros.

Procederemos ahora a estudiar aquellas columnas distintas de cero. Recor-
demos que en la estructura final de la matriz E cada fila de bloques i rep-
resenta las probabilidades de transicién de todas las posibles poblaciones
pero con el i — ésimo mejor individuo como siper individuo (figura 4.2). Es
claro que en cada fila de bloques existe una poblaciéon h que contiene co-
mo maximo al segundo mejor individuo. Consideremos a esa poblacion en el
bloque de filas 2 y en el 2!, y llamémoslas hy y hy. Claramente, la poblacién
hy quedara intacta, pero la poblacién hy pasard a ser hy (figura 4.3). En
conclusion, tenemos que es posible encontrar mas de un 1 en las columnas
distintas de cero.

Consideraremos ahora las columnas pero de bloques. Para la primera
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columna de bloques (correspondiente a las poblaciones que tienen al 6ptimo
como stper individuo) es claro que en una columna correspondiente a una
poblacién cuyo méaximo sea el 6ptimo habra un 1 en cada bloque, pues esto
quiere decir que el super individuo de esa poblacion pasara a ser el 6ptimo en
caso de no serlo, para cada uno de los bloques. Digamos entonces que todas
las poblaciones cuyo méaximo es el 6ptimo se “quedan” en el primer bloque
de columnas. Analogamente, las poblaciones cuyo maximo sea el i — ésimo
mejor individuo se “quedaran” en el i — ésimo bloque. Asi pues, en el bloque
de columnas 7 habrd un méaximo de (2! — 4 + 1) unos por columna. Es decir,
tantos unos como bloques haya en la columna puesto que en cada bloque
habra una poblacién cuyo maximo sea el individuo .

De esta manera, conforme descendemos a lo largo de las filas de bloques,
las poblaciones se van “repartiendo” a lo largo de la fila dependiendo de la
calidad de su maximo individuo.

Para ejemplificar lo anterior, a partir de este momento asumiremos que
dentro de cada bloque las poblaciones se encuentran ordenadas (por con-
juntos dentro de los cuales no importa el orden) de acuerdo a la calidad de
su méaximo individuo. Digamos que se tienen 3 poblaciones y tres posibles
super individuos, la matriz de elitismo correspondiente tendra la forma que
se muestra en la figura 4.4.

Obviamente, el caso que se ha usado como ejemplo resulta bastante irreal
pues de hecho seria muy dificil encontrarse con un problema con 3 posibles
poblaciones y 3 posibles super individuos, ademéas de que a cada poblacion
se le esta asignando un individuo maximo diferente.

En general, es claro que el nimero de poblaciones cuyo maximo es el 7 —
ésimo mejor individuo desciende conforme 7 aumenta (si el maximo individuo
es el 7, en el resto de la poblacién sélo podemos encontrar N — ¢ individuos
distintos); sin embargo, no llega a ser cero para ningin valor de i.

A continuacién se presentara el minimo caso que se apega a las condiciones
comunes de los Algoritmos Genéticos.

Consideremos pues el caso més simple. Sea [ = 2 y n = 2, esto nos da un
total de 22%2 = 21 = 16 poblaciones a considerar por el AG. Sin embargo,
solo con fines de ilustrar mas facilmente nuestro ejemplo consideraremos el
hecho de que de manera formal el nimero neto de poblaciones es [39]:

n+r—1

N = r—1
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stper

1 2 3 individuo
1 {1]olo| | | | | |
2 |oj1/o| | I 1
3 10|01
1 {1]o0/ololo]of | | |
2 lolojo0|o|1]0 1 2
3 lololofofof2] | T
1 |1/0|/0flo|o|ofo0/ 0|0
2 |olojo|o|l1/0|l0|l0]0O 3
3 |o/oj0o]o|o|l0]0O]0O|1
méI(imo

Figura 4.4: En la matriz de elitismo las poblaciones se van “repartiendo” a
lo largo de la fila de bloques de acuerdo a la calidad de su individuo maximo
conforme se desciende a lo largo de la matriz. La figura muestra el caso en el
que se tienen 3 posibles poblaciones y 3 posibles individuos méaximos.

donde r = 2'. Por lo tanto en este caso tenemos N = 10 posibles poblaciones.

Como existen sélo 4 (2! = 4) posibles individuos diremos que 4 pobla-
ciones tienen como maximo al individuo 6ptimo, 3 tienen como maximo al
segundo mejor, 2 al tercero mejor y 1 al peor individuo. Lo anterior es con el
fin de modelar de alguna manera el hecho de que el niimero de posibles pobla-
ciones que tienen a un cierto individuo como maximo desciende conforme lo
hace la calidad de éste.

La correspondiente matriz de elitismo se muestra en la figura 4.5. Se trata
de una matriz de 40 x 40. En ella nuevamente podemos observar como las
poblaciones se van “repartiendo” a lo largo de las filas de bloques de acuerdo
a la calidad de su maximo individuo conforme se desciende a lo largo de la
matriz. Las dimensiones de esta matriz nos dan una idea de la complejidad
del modelado de un caso con parametros mayores.

Dado lo anterior, ahora conocemos la estructura de la matriz P*. La
figura 4.6 muestra la matriz P* para el caso de 3 poblaciones y 3 individuos
discutido anteriormente.
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Poblacione:

1 2 3 4 can el
super
T A 1l A 1 A 1 A 1 individuo
1
1
1
1 1
1
1
1
1
1 =
1
1
1
1 2
1
1
1
1
1 i
1
1
1
1 3
1
1
1
1
1
1
1
1
1 4
1
1
1
1
1
Imo

Figura 4.5: Matriz de elitismo para el caso de 4 posibles individuos y 10
posibles poblaciones.
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super

1 2 3 individuo

1 p]_]_ p12 plS I e 777777773

2 p21 p22 p23 N R e ,,,,,,,J 1
3 |Pay|Pgy|Pys Wﬁﬁ/ﬁj

1 |Py 0|0 0|PylPy ”/”ﬁ”j

2 [Pyl 0] 0] O[PyP | | | 2
3 [P/ 0] 0 0]Ps,[Ps;

1 [Py/0/0]0|Py20f0]|0|Ps

2 Py o|0]| 0Py 0|0 0[Py 3
3 |Pgjolo]o|Py0]0]0 Pss

f

maximo

Figura 4.6: PT en el caso de 3 posibles poblaciones y 3 posibles individuos.

4.2.2. Tiempo Esperado de Convergencia

Nuevamente usaremos nuestros dos ejemplos anteriores para ilustrar el
procedimiento a seguir.

En el caso de 3 individuos y 3 poblaciones, cuya matriz P+ se muestra
en la figura 4.6, el bloque T correspondiente se muestra en la figura 4.7.

Se uso el paquete MATHEMATICA 4.0 para llevar a cabo los cédlculos
correspondientes a la matriz fundamental N, en donde

N=(-T)"

De acuerdo al Teorema 2.2.7, una vez teniendo la matriz IN, ésta debe ser
multiplicada por un vector columna de unos y el resultado es un vector cuyos
elementos son los tiempos esperados de absorcion o convergencia para cada
uno de los estados transitorios, en términos de los elementos de la matriz P.

A continuacion se presentan los resultados obtenidos:

Caso I. 3 individuos - 3 poblaciones. Se tienen 6 estados transitorios:

(1) 1+p12+pi3—p22—p13p22+p12p23+P13P32—P23P32—P33+P12P33+P22p33
1—p22—p23p32—P33+p22p33
(ii) —1—pa3+pa3
1—p22—p23p32—P33+P22P33
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super

2 3 individuo
1[0PyPy | |
2 | 0|P,Py | 2
3 [ 0PspPss |
1 [0[P] 0] 0] 0]|Pis
2 [0|Py 0] 0] 0[Py 3
3|0|Ps 0|0 0[Py,

?

maximo
Figura 4.7: El bloque T en el caso de 3 posibles poblaciones y 3 posibles
individuos.

(111) 1—p22+p32
1—p22—p23p32—p3z+p22p33
(iV) 1+pi2+pi3—pa2—pi13p2o+pi12p23+pP13p32 —P2a3ps32 —p33+pi2p3s+p22pss
1—p22—p23p32—p3z+p22p33
(V) 1+p23—p3s
1—p22—p23p32—p3z+p22p33
(Vl) —1+p22—p32
1—p22—p23p32—p3z+p22p33

Caso II. 4 individuos - 10 poblaciones. Se tienen 30 estados transitorios.
El software utilizado no pudo desplegar los resultados. La causa obvia
es principalmente que en la expresién de la matriz cuya inversa desea
calcularse aparecen 60 variables.

Es claro que el uso de los elementos de la matriz P como tales, es decir,
el manejar cada p;;, es bastante complejo.

Por tal motivo se pens6 en la posibilidad de usar una etiqueta p; por
cada columna i de la matriz P a fin de facilitar los cdlculos necesarios. Tales
etiquetas p; deben cumplir: ZZNZI pi = 1.

Asumamos que podemos etiquetar cada columna ¢ de la matriz P por el
término p;.

Para fijar ideas, la matriz P* y la matriz bloque T correspondientes al
caso de 3 posibles individuos y 3 posibles poblaciones usando las etiquetas
p; se muestran en las figuras 4.8 y 4.9.
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super

1 2 3 individuo

1 |P1|P2[P3 |

2 [pipalp3| | T f 1
3 [Pilp2[ps| | N f

1 |Pilo|o]oP2iPs[ | | |

2 [P1lo| 0| 0|P2/P3 i 2
3 [Pilolo]olP2lps| [ | |

1 |P1jo|o|o0|P2|0|0| 0]|P3

2 |P1/o|0]0|P2/0] 0| O|P3 3
3 [P1|l0|0O|O|P2/0]| Of O|P3

f

maximo

Figura 4.8: Para el caso de 3 poblaciones y 3 individuos, ésta es la matriz P*
en el caso en el que se usa una cota por columna.

) super
~__individuo
0] P Ps 7,,,,,,,,,,3
0P, Ps 3 2
0/ p P 3
0|P,|O|0| 0P
0/P,0|0| 0OfPs 3
0/p,/0| 0| 0P

Figura 4.9: Matriz bloque T correspondiente al caso de la figura 4.8.
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A continuacién se muestran los resultados obtenidos usando las nuevas
matrices:

Caso I. 3 individuos - 3 poblaciones. Se tienen 6 estados transitorios.
Tiempos esperados usando una etiqueta para cada columna:

-1

—1+ps+ps

para todos los estados transitorios.
Caso II. 4 individuos - 10 poblaciones. Se tienen 30 estados transitorios.
Tiempos esperados usando una etiqueta para cada columna:

-1

—1+ps +ps +pr+ps+ D9+ pro

para todos los estados transitorios.

4.2.3. Experimentos

Se llevaron a cabo las pruebas correspondientes al caso de 10 poblaciones
y 4 individuos. En este caso cada poblacion consta de 2 individuos y cada
individuo es de longitud 2. Como mencionamos anteriormente, el nimero
neto de poblaciones para el AG en este caso es de 16.

Con fines de poder jerarquizar a los cuatro individuos, se definié la fun-
cién:

f(xle) =x + 0556'2 + 0.5
Por ejemplo:
F01)=0405%1+0.5=10

Como la funcién f es estrictamente positiva para cualquier individuo, ésta
misma se us6 como funcion de aptitud. En la siguiente tabla se muestran los
cuatro posibles individuos, su correspondiente aptitud y su jerarquia:

individuo | aptitud | jeraquia
00 0.5 4
01 1.0 3
10 1.5 2
11 2.0 1
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A continuacion se presenta la tabla con las correspondientes 16 pobla-
ciones organizadas de acuerdo al individuo maximo correspondiente:

Maximo | No. | individuos
1 1 |11 00
1 2 |11 01
1 3 |11 10
1 4 |11 11
1 5 |10 11
1 6 |01 11
1 7 100 11
2 8 110 00
2 9 |10 01
2 10 | 10 10
2 11 |01 10
2 12 | 00 10
3 13 | 01 00
3 14 | 01 01
3 15 | 00 01
4 16 | 00 00

Como podemos ver, se tienen 7 poblaciones que tienen como méaximo al
optimo, 5 que tienen como maximo al segundo mejor, 3 al tercero mejor y
una al peor individuo. Ademds, dentro de estos grupos no importa el orden.

De acuerdo al modelo descrito en el Capitulo 3, la cadena correspondiente
al AGE tiene en total 16 estados absorbentes (u éptimos), es decir, todas las
posibles poblaciones pero con el éptimo como siper-individuo, y 48 estados
transitorios, o sea, las dieciséis posibles poblaciones pero con el segundo,
tercero o peor individuo como super-individuo.

Usando las expresiones obtenidas y el procedimiento descrito en la seccion
anterior, se construyeron las correspondientes matrices de cruza, mutacion y
seleccion, y posteriormente la correspondiente matriz P. Asimismo, se con-
struyé la matriz E y finalmente se obtuvo la matriz P*. A partir de ésta
ultima, se obtuvo la matriz bloque T, la cual da lugar a la matriz fundamen-
tal IN.

Puesto que en nuestro modelo la probabilidad de cruza (p.) se fijé con
el valor 1, dado que el tamano de la poblaciéon y la longitud de los individ-
uos estan fijos también, los resultados sélo dependen de la probabilidad de
mutacion (pp,).
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Por otra parte, se corrié un AG con las condiciones impuestas por el
modelo dentro de las que se hace notar que el siiper-individuo (individuo

elitista) no debe intervenir en el proceso evolutivo. Los parametros fijos para
el AG fueron:

tamano de poblacién = 2
longitud del cromosoma = 2
probabilidad de cruza = 1.0

Sea g la variable aleatoria cuyo valor es el niimero de iteraciones necesarias
para la convergencia del AG.

A continuacién se muestra el valor esperado de la variable ¢ (E[g]) ¥
la desviacion estandar (D[g]) correspondiente, obtenidos (usando MATH-
EMATICA 4.0) por el modelo tedérico (MT) desarrollado y los resultados
obtenidos por el AG, para los cuales se hicieron 100 corridas con semilla de
aleatorios distinta:

Dm AG MT

Elg] Dlg] Elg] D[g]
0.001 | 345.05 | 540.001 | 514.137 | 660.781
0.005 | 90.08 | 131.4615 | 103.782 | 132.47
0.01 | 40.89 | 54.01943 | 52.4913 | 66.4335
0.03 | 13.0 | 16.8367 | 18.3079 | 22.4155
0.07 | 5.08 | 7.036241 | 8.56138 | 9.85261
0.1 | 4.69 65 | 6.38044 | 7.03
02 | 2.69 347 | 3.87256 | 3.78054
0.5 | 1.32 | 1.847083 | 2.52747 | 1.96485

En la figura 4.10 se muestra la gréafica de los valores obtenidos por ambos
métodos. Como podemos ver, los valores obtenidos por el modelo tedrico
resultan ser mayores que los valores obtenidos por el AG, en todos los casos.

Tal vez los valores que se obtuvieron en los casos de p,, =0.001, 0.005,
0.01 pareceran muy altos, pero son correctos desde el siguiente punto de vista:
si recordamos la tabla de todas las posibles poblaciones, aproximadamente
el 46 % (poblaciones 1 a 7) contiene al éptimo, y sélo las poblaciones 9 y
11 contienen los esquemas necesarios para dar lugar al 6ptimo mediante la
cruza. En conclusion, aproximadamente el 40 % de las posibles poblaciones
no contiene al 6ptimo ni a los esquemas necesarios para dar lugar a él. Dado
que la poblacién es muy pequena el nimero de mutaciones llevadas a cabo en
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Figura 4.10: Grafica de los valores obtenidos por el AG y por el modelo teérico
desarrollado para la variable g, en funcién de la probabilidad de mutacion.
La linea continua corresponde con los valores generados por el modelo teédrico
y la linea punteada con los valores generados por el AG.

un nimero corto de generaciones es practicamente cero, siendo éste el tinico
mecanismo para poder converger correctamente, por lo que se necesita de un
nimero alto de generaciones para encontrar finalmente el éptimo.

Maés precisamente, si en cada generaciéon se tienen 4 oportunidades para
llevar a cabo una mutacion y la probabilidad de mutaciéon es de 0.001, ten-
emos entonces que se necesitan cuando menos 250 iteraciones en promedio
para asegurar que se llevé a cabo al menos una mutaciéon. De ahi que para
ciertas poblaciones tome muchas iteraciones el encontrar el 6ptimo.

En la siguiente tabla se muestran las poblaciones para las cuales es par-
ticularmente dificil alcanzar el 6ptimo. Recuérdese que el stiper-individuo no
participa en el proceso evolutivo.

Maximo | No. | individuos
2 8 |10 00
2 10 | 10 10
2 12 | 00 10
3 13 |01 00
3 14 | 01 01
3 15 | 00 01
4 16 | 00 00
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Por supuesto, el problema discutido es menor conforme se aumenta la
probabilidad de mutacion, lo cual se refleja en los resultados que se mostraron
anteriormente.

Por otra parte, la matriz P correspondiente al valor p,, =0.5 fue la tnica
que tuvo la caracteristica de tener una etiqueta p; para cada columna 2. Tal
propiedad fue causada muy probablemente por el hecho de que la probabil-
idad de pasar mediante la mutacion de la poblacién ¢ a la poblacién j es
la misma independientemente de 7 y j. En este caso, la formula obtenida
anteriormente dio los resultados correctos, como era de esperarse.

4.3. Conclusiones

Hemos visto que los modelos existentes para estimar el tiempo de conver-
gencia del AG son bastante burdos y, por la misma razén, bastante lejanos
al comportamiento real de dicho algoritmo.

En este capitulo se desarrollé6 un mecanismo para estimar el tiempo de
convergencia del AG mediante un modelo basado en cadenas de Markov.

De manera general, resulta muy complicado obtener una expresién para
el valor buscado en términos de los parametros del AG, porque es necesario
conocer todos y cada uno de los elementos de la matriz de transicién estudi-
ada. Por este motivo, las dimensiones de tal matriz complican sobremanera
los calculos necesarios.

Por otra parte, los elementos de dicha matriz son lo suficientemente com-
plejos como para clasificarlos o acotarlos de manera adecuada, por lo que el
conocimiento de la matriz es practicamente una condicién necesaria.

Los resultados de los experimentos llevados a cabo para el caso mas sen-
cillo considerado real nos llevan a concluir que el modelo es correcto. Sin em-
bargo, estd claro que en tal caso fue relativamente sencillo obtener la matriz
P correspondiente, proceso que por lo general serd cada vez mas complicado
conforme el tamano de la poblacién y de los individuos aumenta.

Supongamos que la poblacién consta de 50 individuos de longitud 5, la
matriz P correspondiente es de tamano 22°° x 22°°. En general, el tamano de
la matriz crece de manera exponencial.

Asi pues, podemos concluir que, desde un punto de vista practico, las
cadenas de Markov no resultan una herramienta tedrica recomendable para
este andlisis. Sin embargo, existen otras alternativas a las que se podria re-
currir, como por ejemplo: la mecénica estadistica [40], los enfoques de inter-
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pretacién geométrica [51] y el modelado en base a una busqueda aleatoria y
acoplamiento variable de los operadores genéticos [52].
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Capitulo 5

Algoritmos Evolutivos
Multi-Objetivo (AEMO)

En este capitulo se presenta una introduccion a los Algoritmos Evolutivos
Multi-Objetivo. En primer lugar, se define el problema que se quiere resolver
en este caso y, posteriormente, se describen los principales Algoritmos Evo-
lutivos que se han desarrollado para tal fin.

5.1. Introduccion

Dada la capacidad natural (debido al uso de la poblacién) de manejar
simultdneamente varias posibles soluciones a un cierto problema, los Algo-
ritmos Evolutivos han sido usados para resolver problemas de optimizacion
multiobjetivo del tipo:

—

(MO) minf(7) = (f1(#), f2(7), -+, fu(¥))

donde f; : R" — R para¢ = 1, ..., k son las funciones objetivo, f: XCR"—
R* es la funcién multiobjetivos, y # € X es llamado vector de variables de
decision.

Para describir el concepto de optimalidad en el que estamos interesados,
usaremos la siguiente relacién en R*: decimos que @ < ¥ si u; < v; para todo
1=1,...,k, yque 4 < vsiu < pero u # v. En este tltimo caso, decimos
que 4 domina a ¥ y en lugar de @ < ¥ escribimos 4 < .

Resumiendo, en el conjunto F = f(X) podemos definir la siguiente
relacion:
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® |ndividuos no dominados.

O Individuos del espacio de busqueda.
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Pareto
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X.

Espacio de las variables de decision. 1 Espacio de las funciones objetivo. f1

Figura 5.1: Ejemplo de los individuos no dominados y del frente de Pareto
para un problema de dos variables y dos objetivos.

Definicién 5.1.1 (Dominancia de Pareto) Un vector i = (uq,...,ux) €
R” se dice que domina a 7 = (v, ...,v;) € RF (denotado por @t < ¥) si y
solo si U < U.

Definicién 5.1.2 Un vector de variables de decision ©* € X es un éptimo
de Pareto para el problema MO si no existe otro vector de variables de

— —

decision @ € X tal que f(T) < f(&*).

Sea X* = {7* € X|#* es 6ptimo de Pareto}. Los elementos de X* son
también llamados no dominados y el conjunto F* = f(X*) se denomina
frente de Pareto. La figura 5.1 muestra un ejemplo de estos conceptos para
un problema en el que tanto el espacio de las variables de decisién como el

de los objetivos tienen dimensién dos.

5.2. El Primer AEMO

La primera implementacién de lo que ahora se denomina un Algoritmo
Evolutivo Multi-Objetivo (AEMO) fue hecha por Schaffer a mediados de los
80’s, cuando introdujo el denominado Vector Fwvaluated Genetic Algorithm
(VEGA) [46, 47].
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VEGA basicamente consiste de un AG simple con un mecanismo de se-
leccién modificado. En cada generacién, un cierto nimero de sub-poblaciones
son generadas llevando a cabo una seleccion proporcional de acuerdo a alguna
de las funciones objetivo para cada sub-poblacién. Asi, para un problema con
k funciones objetivo se forman k sub-poblaciones. Posteriormente, las sub-
poblaciones vuelven a mezclarse para obtener una poblaciéon nueva a partir
de los operadores genéticos convencionales (cruza y mutacién).

Schaffer not6 que las soluciones que VEGA generaba eran no dominadas
pero sélo respecto a la poblacion actual, lo cual es una deficiencia del algo-
ritmo. Por otra parte, el algoritmo sufre el problema conocido como “espe-
ciacién”, es decir, la formacién de especies dentro de la poblacion, formadas
por individuos que son muy buenos en diferentes aspectos pero que no nece-
sariamente codifican buenas soluciones compromiso. Este problema se debe
claramente al mecanismo de seleccién utilizado, pues VEGA selecciona in-
dividuos que destacan en sélo uno de los objetivos a la vez, dando lugar
al principal problema del algoritmo: las posibles soluciones compromiso, es
decir, las soluciones buenas en promedio para todos los objetivos, no tienen
posibilidades de sobrevivir puesto que no son las mejores en ninguna de las
funciones objetivo.

Desde mediados de los 80’s hasta mediados de los 90’s se desarrollaron
algunos AEMO relacionados con algoritmos evolutivos que usaban funciones
agregativas (normalmente lineales) [30, 57], ordenamientos lexicograficos [19]
y enfoques basados en vectores meta [24].

5.3. AEMO'’s de Primera Generacion

La primera generaciéon de AEMO’s surge con la propuesta de David Gold-
berg en 1989 al analizar VEGA y proponer un mecanismo de selecciéon basado
en el concepto de optimalidad de Pareto [23]. Ademds, Goldberg también su-
girié el uso de alguna técnica para mantener diversidad (particularmente
los nichos [13]), dado que debido a los ruidos estocésticos, los algoritmos
evolutivos tienden a generar una solucién tunica independientemente de la
distribucién inicial.

Los algoritmos més representativos de esta generacion son los siguientes:

1. Nondominated Sorting Genetic Algorithm (NSGA)
Este algoritmo genético fue propuesto por Srinivas y Deb en 1994 [49].
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Su principal caracteristica es que antes de llevar a cabo la seleccién, los
individuos son clasificados de la siguiente manera: a todos los individuos
no dominados se les asigna jerarquia 1 y una aptitud proporcional al
tamano de la poblacién, que ademas permita que todos ellos tengan
las mismas posibilidades de ser seleccionados. Posteriormente, se les
aplica un mecanismo conocido como “fitness sharing” (comparticién de
aptitud) que consiste en determinar una vecindad para cada individuo
(en un radio ogpere definido por el usuario) y disminuir su aptitud de
manera proporcional al nimero de individuos de su mismo rango que se
encuentren dentro de ella. Tales vecindades son llamadas comtinmente
nichos.

A continuacion, este grupo de individuos de jerarquia 1 es ignorado
y el proceso se repite. Esta vez los individuos no dominados tendran
jerarquia 2 y una aptitud menor a la de los individuos de jerarquia 1.
El proceso continia sucesivamente hasta que no queden individuos sin
clasificar. La figura 5.2 ilustra el proceso de jerarquizacién del NSGA.

Puesto que los individuos de jerarquia 1 tienen la aptitud maéas al-
ta, seran seleccionados un nimero mayor de veces que el resto de la
poblacién, lo que permitira la bisqueda de individuos no dominados.
El mecanismo de comparticién de aptitud ayuda a la distribucion de la
poblacion a lo largo del frente de Pareto.

Niched-Pareto Genetic Algorithm (NPGA)

Este algoritmo genético fue propuesto por Horn y Nafpliotis en 1994
[28]. El NPGA usa un esquema de torneo basado en dominancia de
Pareto: dos individuos de la poblacion son seleccionados de manera
aleatoria y son comparados contra un subconjunto de la poblacién
también escogido aleatoriamente (normalmente se escoge el 10% de
la poblacién). Si uno de los dos individuos es dominado y el otro no, el
individuo no dominado gana el torneo. Si los dos individuos son domi-
nados o no dominados, el ganador se elige de acuerdo a un mecanismo
de comparticion de aptitud que indica el nimero de individuos que se
encuentran en el mismo nicho de cada contendiente y el individuo con
menos vecinos gana. La figura 5.3 ilustra los nichos de dos individuos
candidatos. Notese que el NPGA no asigna jerarquias.

Multi-Objective Genetic Algorithm (MOGA).
Propuesto por Fonseca y Fleming en 1993 [18]. En este algoritmo
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Figura 5.2: Proceso de jerarquizacién del NSGA.
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o Individuos del subconjunto de la Pob. actual

O Individuos candidatos a ser seleccionados

Candidato :

Nichos determinados

Candidato 1 por Sigma Share.

f

1

Figura 5.3: Mecanismo de comparticién de aptitud aplicado por el NPGA.
En este caso el candidato 2 resulta ganador al tener menos vecinos.
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Figura 5.4: Proceso de jerarquizacion de MOGA. Cada individuo tiene asig-
nada su jerarquia dependiendo del nimero de individuos por los que es dom-
inado.

genético la jerarquia de cada individuo es proporcional al nimero de
individuos que lo dominan. Por ejemplo, la jerarquia del individuo x;
en la generacién ¢, que es dominado por p! individuos es:

jerarquia(x;,t) =1+ p!

De esta manera, todos los individuos no dominados tienen jerarquia 1
y los demas son castigados de acuerdo al nimero de individuos que lo
dominan. La figura 5.4 ilustra el proceso de jerarquizacién del MOGA.

La asignacion de aptitud se lleva a cabo de la siguiente manera:

= Se ordena la poblacién de acuerdo a las jerarquias.

= Se asigna aptitud interpolando del mejor (jerarquia 1) al peor
de acuerdo a alguna funciéon que es usualmente lineal, aunque no
necesariamente.

= Se promedian las aptitudes de los individuos de la misma jerar-
quia.
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= Finalmente, se lleva a cabo un mecanismo de comparticion de
aptitud similar al usado por el NSGA:

a) Se calcula:

de otra manera

1-— L, di'<as are
¢(d1]) = { 0 (g—share) J h

donde d;; es la distancia euclidiana (en el espacio de las vari-
ables o de las funciones objetivo) entre los individuos i y j, y
Oshare €S €l radio de los nichos.

b) La aptitud del individuo i se modifica usando:

_ Ji
j]\/il o(d;j)

donde M es el tamano de la poblacién.

fs,

Este algoritmo implementa restricciones a la cruza de manera que in-
dividuos de nichos distintos no deben cruzarse.

Los AEMO’s de la primera generacién estuvieron principalmente carac-
terizados por el uso de mecanismos de selecciéon basados en la dominancia
de Pareto y por el uso de diferentes tipos de mecanismos de comparticién de
aptitud para mantener diversidad.

5.4. AEMO’s de Segunda Generacién

La introduccién de la nocién de elitismo dié paso a la segunda generacion
de AEMO’s. El elitismo en optimizacién evolutiva multi-objetivo normal-
mente es implementado a través de una poblacion externa, también conocida
como poblacion secundaria, en la que se van almacenando los individuos no
dominados encontrados a lo largo de la bisqueda. Sin embargo, el elistismo
también es posible de implementar mediante el uso de seleccién (p+ A), en la
que los padres compiten contra los hijos y aquellos no dominados se retienen
para la siguiente generacién. En cualquiera de los dos casos, eventualmente
se hacen necesarias ciertas restricciones que ayuden a obtener un conjunto
de individuos no dominados con la mejor distribucién posible.

A continuacion se presentan los principales algoritmos de esta generacion:
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Strength Pareto Evolutionary Algorithm (SPEA)

Este algoritmo fue propuesto por Zitzler y Thiele [50]. Usa un archivo
externo en el que almacena los individuos no dominados que va encon-
trando, actualizandolo en cada generacion. Para cada uno de los indi-
viduos que son insertados en el archivo externo, se calcula un valor de
fortaleza similar a las jerarquias de MOGA puesto que es proporcional
al nimero de individuos que una solucién dada domina. La aptitud
de cada individuo de la poblacion actual es calculada de acuerdo a los
valores de fortaleza de los individuos del archivo externo a los cuales
domina. Para mantener diversidad, SPEA usa una técnica de clustering
llamada método de encadenamiento promedio (average linkage method)

38].

Strength Pareto Evolutionary Algorithm 2 (SPEA2)

La segunda version de SPEA fue propuesta por Zitzler y sus colegas
recientemente [58]. El algoritmo tiene basicamente tres diferencias con
respecto a SPEA: asigna aptitudes tomando en cuenta la cantidad de
individuos que domina y que dominan a una solucién dada, usa una
técnica de estimacion de densidad de vecinos que guia la busqueda de
manera mas eficiente e incorpora un mecanismo para truncar el archivo
externo que garantiza la preservacién de soluciones de frontera.

Pareto Archived Evolution Strategy (PAES)

Este algoritmo fue propuesto por Knowles y Corne [33]. Es el algoritmo
mas simple posible de optimizaciéon evolutiva multi-objetivo. Consiste
de una estrategia evolutiva (1+1) (un tinico padre genera un tinico hijo)
en conjunto con un archivo externo en el que se almacenan algunas de
las soluciones no dominadas encontradas. Este archivo se usa como
una referencia contra cada uno de los individuos que se obtienen como
resultado de la mutacion.

La parte mas interesante de este algoritmo es la técnica que usa para
mantener diversidad: se trata de un rejilla que divide el espacio de
bisqueda de manera recursiva y que ademas es auto-adaptable. Cada
individuo es colocado en la celda de la rejilla que le corresponde segiin
sus coordenadas en el espacio de biisqueda, de manera que se mantiene
el control del numero de individuos que se encuentran en cada celda
para obtener una mejor distribucion de las soluciones obtenidas.

Nondominated Sorting Genetic Algorithm IT (NSGA-II)
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La version revisada del NSGA fue propuesta recientemente por Deb
y sus colegas [12, 14]. El NSGA-IT es un algoritmo més eficiente que
el NSGA desde un punto de vista computacional debido a que usa un
operador de “crowding” (agrupamiento) para mantener diversidad. Este
operador permite que individuos similares se reemplacen entre si, esto
con el fin de evitar que més y mas individuos dominen un mismo nicho.
Este proceso es similar al que lleva a cabo PAES mediante su rejilla
adaptable. Este algorimo usa elitismo pero no mediante un archivo
externo como los algoritmos anteriores sino mediante una seleccién (p+

2.

Niched-Pareto Genetic Algorithm 2 (NPGA2)

Recientemente, Erickson y sus colegas propusieron una versiéon revisa-
da del NPGA [15]. Esta nueva versién usa jerarquizacién Pareto pero
mantiene la seleccién de torneo. El elitismo en este algoritmo se in-
cluyé de la misma manera que en el NSGA-II, mediante seleccion
(u+ A). En este caso, la comparticién de aptitud se lleva a cabo con-
tando en cada nicho los individuos de la generacién (incompleta) que
se estd formando y no la actual.

Pareto Enveloped-based Selection Algorithm (PESA)

Este algoritmo fue propuesto por Corne y sus colegas [10]. El algo-
ritmo es muy parecido a PAES, pues la poblacion interna es pequena,
mientras que la poblacién externa es mas grande y ademas usa la mis-
ma rejilla adaptable para mantener diversidad. Sin embargo, ahora la
poblacién externa no solo determina el esquema de diversidad sino que
tambien determina el mecanismo de seleccion del algoritmo decidiendo
qué soluciones ingresan en el archivo externo mediante el operador de
agrupamiento implicito en la rejilla adaptable.

Existe una versién revisada de PESA propuesta por Corne y sus colegas
recientemente [9] a la que denominé PESA-II. La principal diferencia
entre PESA-II y PESA es que en este caso la seleccion estd basada en
regiones y no en individuos. Esta modificacién se hizo principalmente
para mejorar el costo computacional del algoritmo original.

Micro Genetic Algorithm (micro-GA)
Este algoritmo fue propuesto por Coello y Toscano [8]. Se trata de un
AG con una poblacién muy pequena (cuatro individuos) y un proce-
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so de reinicializacion. La figura 5.5 muestra el funcionamiento de este
algoritmo.

En primer lugar, se genera un poblacién de manera aleatoria. Esta
poblacién entra en la memoria de poblacién, la cual esta dividida en
dos porciones: una reemplazable y una no reemplazable. La porcion
no reemplazable no cambia en ningin momento a lo largo de toda la
corrida del algoritmo y se desempena como un medio para proveer la
diversidad requerida. Por otro lado, la memoria reemplazable cambia
en cada ciclo del micro-GA.

En cada ciclo del micro-GA, la poblacién es tomada (con una cierta
probabilidad) de ambas porciones de la memoria, por lo que existe una
mezcla de individuos generados aleatoriamente (porcién no reempla-
zable) e individuos “evolucionados” (porcién reemplazable). Durante
cada ciclo, el micro-GA aplica los operadores genéticos de manera con-
vencional. Después de que termina un ciclo, dos vectores no dominados
son escogidos de la poblacion final y son comparados con el contenido
de la poblacién externa, la cual esta inicialmente vacia. Si uno de ellos
(o ambos) siguen siendo no dominados, se incluyen en dicha memoria
y se eliminan todos los individuos dominados.

De esta manera, el micro-GA usa tres formas de elitismo: retiene in-
dividuos no dominados encontrados en cada ciclo, usa una memoria
reemplazable que se actualiza a cada cierto nimero de intervalos y
reemplaza la poblaciéon por las mejores soluciones obtenidas.
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Figura 5.5: Funcionamiento del micro-AG.
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Capitulo 6

Teoria de AEMO

El marco tedrico correspondiente a la optimizacion evolutiva multi-ob-
jetivo es completamente diferente al que envuelve a la optimizacién global
pues en este ultimo caso el objetivo de la bisqueda es obtener una solucion
unica. Sin embargo, cuando existen varios objetivos por optimizar, la tarea se
vuelve mucho mas complicada puesto que en general no existe una solucion
unica al problema sino mas bien un conjunto de soluciones compromiso.

En este capitulo se presentan y discuten los principales resultados teéri-
cos que se han obtenido hasta la fecha, correspondientes a AEMOs. Por tal
razén, a continuacién se presentan los preliminares al estudio de los algorit-
mos encargados de dicha tarea.

6.1. Espacios Parcialmente Ordenados

Si la relacién reflexiva, antisimétrica y transitiva < es valida en X en-
tonces el par (X, <) es llamado un conjunto parcialmente ordenado. Si x y
y son dos elementos de X tales que z < y pero = # y, entonces se dice que
T <.

Definicién 6.1.1 Un elemento x* € X es llamado elemento minimal de
(X, X) si no existe v € X tal que x < x*. El conjunto de todos los elementos
minimales, denotado por M(X,=), se dice que es completo si para cada
r € X eziste un z* € M(X, <) tal que z* < x.

Distintos puntos x,y € X se dice que son comparables cuando x < y o
y < x; de otra manera, x y y son incomparables [o cual se denota como

rlly.
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Si cada par de puntos distintos de (X, <) es comparable entonces (X, <)
es llamado un conjunto totalmente ordenado o una cadena. Si cada par de
puntos distintos de (X, =) es incomparable entonces (X, <) es llamado una
anticadena.

Lema 6.1.1 Si (X, <) es un conjunto parcialmente ordenado y 0 < | X| < oo
entonces M(X, <) es completo.

Sea ahora f : B! — F = {f(z) : = € B'} ¢ R™ Notemos que la
Dominancia de Pareto (definida al inicio del Capitulo 5) define una relacién
de orden estricto en F.

Por lo tanto:

(F, =) es un conjunto parcialmente ordenado y
M(F, =) ~ frente de Pareto.

Como hemos visto, los objetivos de la biisqueda en este caso son los elementos
minimales del espacio de biusqueda.
En secciones posteriores, dado X C B', se usard eventualmente la no-

tacion: M (X, <) == M(f(X), <).

6.2. Primera Generacion

Como recordaremos, los AEMO de primera generacion se caracterizaron
por el uso de la jerarquizaciéon de Pareto y de los mecanismos de tipo sharing
para mantener diversidad en la poblacion.

Los algoritmos que se describieron en el capitulo anterior correspondientes
a esta generacién fueron: NSGA, NPGA y MOGA. Como pudimos ver, los
tres son AG’s y como cualquier algoritmo evolutivo pueden representarse a
través de su correspondiente matriz de transiciéon. De esta manera, el modelo
presentado en el Capitulo 3 se aplica perfectamente a tales algoritmos.

Si recordamos, en el Capitulo 3 se model6 un AG con matriz de transicion
irreducible, para lo cual se necesité que la matriz de transiciéon de la mutacion
fuera positiva y la de la selecciéon columna permisible, lo cual esta asegurado
si la mutacion usada es uniforme y la seleccién es proporcional o de torneo. De
esta manera, los algoritmos de primera generacion mostrados anteriormente
pueden adaptarse a tales condiciones.

A continuacién propongo una definicién de convergencia andloga a la
definicién 3.1.1, pero para el contexto de optimizacién multiobjetivo:
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Definicién 6.2.1 Sea M, = #{r}(i)|7}(i) € M(F,=<)} una secuencia de
variables aleatorias representando el numero de elementos minimales del es-
pacio del biusqueda dentro de la poblacion representada por el estado i en el
paso t. Un algoritmo genético multi-objetivo converge al conjunto de elemen-
tos minimales del espacio de busqueda si y solo si:

limy oo P{M; = tampe} =1

donde tamyy, es el tamano de la poblacion del algoritmo.

Asi pues, la convergencia estd en términos del nimero de elementos de
M(F, =) que contiene la poblacién del algoritmo en un cierto paso t. De
esta manera, cada poblacién serd etiquetada con el nimero de elementos
minimales del espacio de bisqueda que contiene.

A continuacion presento un teorema en el que se demuestra que tales al-
goritmos, al igual que cualquier AEMO de primera generacién con matriz de
transicién irreducible (primitiva), no converge en términos de la definicién
anterior.

Teorema 6.2.1 Un AEMO de primera generacion con matriz de transicion
primitiva no converge a M(F, X).

Demostracién Sea i € S cualquier estado en el que M; < tamye y pi(t) la
probabilidad de que el AEMO esté en tal estado 7 en el paso t. Claramente,
P{M, # tamye} > pi(t) & P{M; = tampe} < 1 — p;(t). Por el Teorema
2.2.1 la probabilidad de que el AEMO esté en el estado i converge a p;(co) >
0. Por lo tanto:

limy oo P{M; = tampe} < 1 —p;i(00) <1
y por lo tanto, la condiciéon de convergencia no se satisface. m
Una vez demostrado que un AEMO de primera generacién con matriz de
transicion primitiva no puede converger al frente de Pareto en términos de la

Definicién 6.2.1, queda por estudiar de qué manera afectan en la distribucion
de la poblacién los mecanismos de comparticién de aptitud (fitness sharing).
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6.2.1. Nichos

Puesto que los estados de la cadena de Markov que modela el algoritmo
genético tanto en su version para un solo objetivo como para multi-objetivo
corresponden con la poblacion del algoritmo en si, y dado que los mecanismos
de comparticién de aptitud (es decir, la induccién de nichos) introducen mo-
dificaciones sélo a los valores de aptitud de cada individuo, resulta complicado
modelar los cambios que pueden generar la induccion de nichos en la matriz
de transicion.

Es claro que la matriz que es modificada por la inducciéon de nichos es la
del operador de seleccion.

Como un ejemplo de la complejidad del estudio de los cambios en esta
matriz, a continuacién se presentara el trabajo de Jeffrey Horn [27] en el que
se realiza tal estudio usando un modelo bastante simplificado.

Posteriormente se presentara de manera breve el trabajo realizado por
Samir W. Mahfoud [36] en el que propone un modelo distinto para los al-
goritmos que usan nichos y de hecho hace ver que usar cadenas de Markov
para modelar tales algoritmos es innecesario en un cierto caso particular.

Modelo de Horn

El modelo de AG usado por Horn fue desarrollado originalmente por
Goldberg & Segrest [22] y es bastante sencillo: Consideraremos una poblacién
de tamano N en la que los individuos son cromosomas binarios de longitud
1, es decir, cada individuo puede ser 1 o 0. Es claro que tal poblacién como
cadena de Markov tiene un espacio de estados posibles de cardinalidad (N+1)
en el que el estado i es aquel en el que se tienen i I’'s 'y (N —1) 0’s.

Las probabilidades de transicién se calcularan asumiendo el uso de un
algoritmo genético generacional con seleccion proporcional sin mutacién.
De esta manera, la probabilidad de seleccionar al individuo & es:

1/,

donde f; denota la aptitud del individuo k. Supongamos que la poblacién se
encuentra en el estado ¢, definiendo la aptitud de un “1” como f; y la de un
“0” como fy, la probabilidad de seleccionar un 1 para la siguiente poblacion
es:

86



B 1% fi L Tk
DU AT (N — D fo P T st (N—9)

(6.2.1)

donde r es la razén (o proporcién) fi/fy. La probabilidad de seleccionar un

0 es: )
N —1

ixr+ (N —i)

Po =

Asi, la probabilidad de pasar del estado ¢ al estado j es:

Pij = ( N ) (p1)? (po)N 7

J

Sustituyendo los valores de p; y po:

pij:(?) (i*ri*(]:f—i)y(i*r]w\z(_]\fi—i)>N_j

Como podemos ver, las probabilidades p;; son precisamente los elementos de
la matriz de seleccion.

A continuacion procederemos a analizar de qué manera se ven afectadas
tales probabilidades por la induccién de nichos. Cada pico en el paisaje de
aptitud puede ser considerado como un nicho [27], por lo que lo mejor seria
que el AG encontrara los mejores nichos y los “llenara” en proporcién a su
calidad.

Como sabemos, la induccion de nichos modificara la aptitud del individuo
h de la manera [21]:

fh/mh
donde my, = XN | sh(dn) v sh(dpe) = 1 — (=2:-)®, En este caso dp; es la

distancia de Hamming entre los individuos h [S}hl’%

Consideraremos dos casos de estudio: (1) nichos que no se traslapan, es
decir, nichos aislados, cada uno centrado en un éptimo local (estado perfecto)
y (2) nichos que se traslapan.

En el caso de los nichos que no se traslapan tenemos que o4 > 1 v de
esta manera m; =iy mg = N — i (recordemos que se estd usando distancia
de Hamming), suponiendo que nos encontramos en el estado i. Por lo tanto

las aptitudes son ahora:

fi/i
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Por lo tanto, sustituyendo estos valores en la ecuacién (6.2.1):

pij:(?'[)(ril)j(rL)Nj

Es importante hacer notar que estas ecuaciones no son validas para los
valores de i« = 0 0 2 = N. Estos casos corresponden a los estados absorbentes
de la cadena de Markov, aquellos en los que toda la poblacién consta de 1’s
o de 0’s respectivamente, puesto que una vez estando en ellos no es posible
obtener alguna variacién y pasar a cualquier otro estado distinto (no hay
mutacion).

En el caso més general, es decir, en el que los nichos se traslapan tenemos
que Ogpare < 1y por lo tanto: my =i+ (N —i)(1 — 1/0spare) en lugar de i.
Andlogamente mg = N —i+1i(1 —1/0spare). De esta manera las nuevas prob-
abilidades de transicién son (después de muchas operaciones y reacomodos):

J N—j
( N > 1 1
Pij = . - N ; i
‘7 (Niz)(N*’”s are) ZT‘(N* 9share
1+ ir(N—= 2 ) 1+ (N—i)(N+-=2)
share share

Como podemos ver, las probabilidades de transicién correspondientes a la
matriz del operador de seleccién en este caso se vuelven bastante complejas
y, como se menciond, se trata del caso mas general y por lo tanto mas comtin.

Ahora recordemos que en nuestro modelo los individuos son de longitud
1 por lo que s6lo tenemos dos posibles valores de aptitud y, ademas, la dis-
tancia usada es la de Hamming lo que nuevamente nos da sélo dos posibles
valores de distancia. En resumen, el modelo expuesto es lo bastante sencillo
como para estimar la complejidad de llevar el estudio andlogo para los AGs
convencionales.

En [27] Horn muestra graficamente el comportamiento de la poblacién en
cuanto a su distribucién y aplica el AG mencionado con diferentes valores
de 7 y de ogpare los cuales basicamente se refieren al nimero de 1’s y 0’s ex-
istentes en la poblacién. Por otra parte, estima también la relacion de estos
parametros con el tiempo de absorcion de la cadena. Es decir, el tiempo nece-
sario para que se encuentre en un estado absorbente que de alguna manera
podria considerarse como convergencia en este sencillo modelo.
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Modelo de Mahfoud

En [36] Mahfoud presenta una alternativa al andlisis con cadenas de
Markov para el estudio de los algoritmos que usan nichos para optimizacion
multimodal. En este trabajo, Mahfoud recalca la importancia de estudiar la
distribucién esperada-obtenida de los elementos de la poblaciéon dado el uso
de nichos y el tiempo esperado de pérdida de soluciones.

Segin Mahfoud, un buen método de nichos debiera poder localizar un
cierto nimero de los mejores b picos de la funcién, de tal manera que el con-
junto de metas son todas aquellas distribuciones de la poblacién que tienen
al menos un individuo en cada uno de esos b picos.

La idea principal del modelo de Mahoud consiste en particionar el espacio
de busqueda en distintas clases de equivalencia. Ahora bien, se esperaria que
cada una de las clases de equivalencia corresponda con un éptimo local del
espacio de bisqueda por lo que, puesto que solo para ciertas funciones cada
optimo local corresponde con alguna particién inducida por determinados
esquemas, Mahfoud decide no usar tales particiones para determinar la clase
de equivalencia a la que pertenece un cierto individuo.

Asi pues, para poder determinar la clase de equivalencia de un individuo,
el espacio de busqueda se particiona con base en el concepto de atractores.
Un atractor es cada uno de los b minimos locales y la clase de equivalencia
correspondiente a él consta de todos aquellos individuos que se encuentran
en su base de atraccion; se dice que un individuo se encuentra en la base de
atraccion de un cierto maximo local si y sélo si un algoritmo de hillclimbing
deterministico (definido de manera especial) lo lleva a tal punto.

Cada clase 7 tendrd una “aptitud representativa” f;, la cual se define
como la aptitud mas alta dentro de ella y todos lo individuos en dicha clase
tendran el mismo valor de aptitud.

El modelo desarrollado por Mahfoud tiene como principal objetivo el
estudio de la pérdida de las clases de equivalencia mas que de la formacion,
por lo que se supondra que todas las clases deseadas se encuentran en la
poblacion inicial. El uso de mutacién se suprime.

Es muy importante mencionar que el modelo presupone que el algoritmo
es capaz de determinar siempre y para todo individuo la clase de equivalencia
a la que pertenece. Es decir, el modelo asume que los nichos o clases de
equivalencia no se traslapan, lo que corresponde con el primer caso estudiado
por Horn en el modelo que se present6 en la seccién anterior.

Horn calculé las probabilidades de transicion correspondientes a este caso
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y Mahfoud hizo notar que tienen la propiedad de definir una matriz con
columnas idénticas. En otras palabras, la poblacién del algoritmo en el tiempo
t es independiente de la poblacién en el tiempo £ — 1. Por esta razoén,
se concluye que el andlisis de cadenas de Markov resulta una herramienta
demasiado compleja e innecesaria en este caso.

En [36] Mahfoud lleva a cabo por separado el estudio de los distintos
métodos de comparticién de aptitud para inducir nichos de la siguiente man-
era:

1.  Crowding & Seleccion
2. Crowding & Seleccion + Cruza
3. Sharing & Seleccion

4. Sharing & Seleccién + Cruza

A continuacién se presentard el caso 3.

La técnica de seleccién modelada es la de ruleta (selecciéon proporcional),
por lo que la probabilidad de seleccionar algiin elemento de una clase arbi-
traria i, Ps(i) es:

L fi

c—1
2 j=0 I f;
donde I; es el nimero de elementos en la clase j. Asi, el nimero esperado de
elementos de la clase 7 en la poblacién después de una generacién es:

pi = nPy (i)

donde n es el nimero de individuos en la poblacién.
El valor de aptitud resultado de aplicar el método de comparticién de
aptitud estard definido por: f! = f;/I;. Por lo tanto:

Lfi fi
Y50 Lif] i=o i
y este caso p; se mantiene constante.

Dada la definicién de Pj(i), la probabilidad de seleccionar un individuo
que no estd en la clase i es: 1 — Py(i). De esta manera, después de una

generacion completa la probabilidad de perder a todos los elementos de la
clase i es simplemente la probabilidad de escoger n individuos de otra clase:

(1= P(2)"

Py(i) =

Py(i) =
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Supongamos que se tienen c clases, la probabilidad X de que una o més clases
desaparezcan después de una generacion es:

|
—

C

s
I
=)

La probabilidad de mantener a todas las clases a lo largo de una generacion
es: 1 —X. En la ecuacién anterior se tiene una desigualdad porque no han sido
restados los términos correspondientes a los eventos interseccién, es decir, la
probabilidad de que desaparezcan dos o mas clases a la vez.

La pérdida de una o mas clases puede ser vista como una variable bino-
mial:

= La probabilidad de perder una o mas clases después de una generacion
es: X.

» Después de dos generaciones: (1 — X)X.
» Después de g generaciones: (1 — X)97'X.

Sea L el nimero de generaciones necesarias para perder cuando menos una
clase, entonces:

P(L=g¢g)=(1-X)"'X

Por lo tanto, la probabilidad de perder, en g generaciones o menos, todos los
elementos de una o mas clases es:

P(L<g)= Zg:(l — X)X = ngu — X)!

=1 =1

(- Xy

T T

donde 0 < X <1y X esindependiente de .
Asi, la probabilidad de mantener a todas las clases por al menos g gene-
raciones es:

y=1-P(L<g)=(1-X)*
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6.3. Segunda Generacion

Como se coment6 en el Capitulo 5, el elitismo en los AEMO se ha im-
plementado de dos maneras distintas: mediante una poblacién externa o me-
diante el uso del esquema de seleccion p + A.

Existen trabajos teodricos relacionados con ambas opciones de implemen-
tar el elistismo. A continuacion se presentaran y discutiran tales trabajos.

6.3.1. Elitismo Mediante el Uso de una Poblacion Ex-
terna

En [45] Rudolph & Agapie demuestran la convergencia de cuatro algorit-
mos evolutivos multiobjetivo. Los cuatro algoritmos evolutivos que se estu-
dian en dicho trabajo son algoritmos poblacionales y elitistas, diferencidandose
precisamente en esta segunda propiedad pues dos de ellos usan una poblacion
externa y los dos restantes un enfoque muy similar al de la seleccion p + A.

Los dos algoritmos que usan una poblacion externa se diferencian en lo
siguiente:

= Algoritmo 1. En la poblacién externa se almacenan los elementos min-
imales encontrados a lo largo de todo el proceso evolutivo. El tamano
de la poblacion externa puede variar hasta converger al nimero de
elementos minimales que existan en el espacio de bisqueda.

= Algoritmo 2. En la poblacion externa se almacenan los elementos
minimales encontrados a lo largo de todo el proceso evolutivo pero en
este caso dicha poblacién tiene un tamano limite fijo.

El Algoritmo 1 es el siguiente:

B(0) es generado aleatoriamente a partir de S = B™
A(0) = My(B(0), <)

t=20

repetir

B(t+ 1) = genera(B(t))

Alt+1) = My(A(t) U B(t+ 1), %)

t«t+1

hasta Criterio de terminacién satisfecho
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A fin de poder definir la convergencia para algoritmos evolutivos multi-
objetivo, definimos la métrica:

Definicién 6.3.1 St A y B son subconjuntos de un conjunto finito X en-
tonces:

d(A,B) =|AUB| — |AN B|
es una métrica en 2.

De esta manera:

Definicion 6.3.2 Sea A(t) la poblacion de algin algoritmo evolutivo en la
iteracion t > 0 y Fy, = f(A(t)) su conjunto imagen asociado. Se dice que
el algoritmo evolutivo converge con probabilidad 1 al conjunto de elementos
minimales si:

d(Fy, M(F,=)) — 0 con probabilidad 1 cuando t — oo.
La convergencia del Algoritmo 1 se demuestra con el siguiente teorema:

Teorema 6.3.1 Si la secuencia (B(t));>o del Algoritmo 1 es una cadena de

Markov finita homogénea con matriz de transicion irreducible entonces
d(f(A(t)), M(F, <)) = 0 con probabilidad 1 cuando t — oco.

Demostracién Por construccién, el conjunto f(A(t)) es una anticadena.
Ademads, tan pronto como un elemento de M(F, <) entra en f(A(t)) se
quedara alli por siempre.

Por lo tanto resta mostrar que todos los elementos de M(F, <) estardn
contenidos en f(A(t)) para algin tiempo aleatorio 7 con P{r < co} = 1.

El argumento es muy sencillo:
Supongamos que existe un a € A(t) tal que f(a) no es un elemento minimal.
Puesto que M(F, <) es completo existe un z € B tal que f(z) < f(a).
El Teorema 2.2.1 asegura que cada elemento de S(= B™) sera visitado un
nimero infinito de veces. Por lo tanto, el tiempo de espera para la primera
ocurrencia de x es finito con probabilidad 1. Esto quiere decir que cada
elemento no minimal es eliminado en un nimero finito de iteraciones.

Ademas, la irreducibilidad de la cadena de Markov asegura también la
aparicion en tiempo finito de todos los elementos minimales. En resumen:
Todos los elementos minimales entrardn en el conjunto A(+) en tiempo finito
y con probabilidad 1. =m

El Algoritmo 2 es el siguiente:

93



o\—/v
I
<%
~
—~
Sy
—
)
~—
A
~—

B(t + 1) = genera(B(t))
B*(t+1) = M;(B(t+1), =)
Ct+1)=0
para_cada b e B*(t)
={ac A(t): f(b) < fla)}
) si Dy # O entonces A(t) < (A(t) \ Dy) U {b}
) siVa € A(t): f(a)||f(b) entonces C(t+1) < C(t+1)U{b}
) fin de para_cada
13) & =minm — [4(0), (C(¢ + 1))
14) A(t+1) = A(t)U extrae(k,C(t + 1))
15) t+t+ 1
)

Como podemos ver, el Algoritmo 2 tiene como meta, ademas de almacenar
los elementos minimales en la poblacién externa, mantener fijo el tamano de
ésta (constante m), pues la funcién extrae(k,C') regresa un conjunto de a lo
mas k elementos distintos del conjunto C' tomados a través de un método
arbitrario.

A continuacién se presenta la demostracién de la convergencia al frente
de Pareto del Algoritmo 2.

Teorema 6.3.2 Si la secuencia (B(t))>o del Algoritmo 2 es una cadena de
Markov finita homogénea con matriz de transicion irreducible, entonces
d(f(A(t)), M(F, X)) — 0 y |A(t)| = min{m,|M(F,=)|} con probabilidad

1 cuando t — oo.

Demostracién Por construccién, el conjunto f(A(t)) es una anticadena y
por lo tanto el conjunto de elementos minimales del conjunto (f(A(t)), <).

Un elemento a € A(t) es borrado si y sélo si existe un elemento en B*(t)
que lo domine. En consecuencia, un elemento de M (F, <) serd un elemento
de la sucesién f(A(t));>- tan pronto como entre en el conjunto f(A(r)). Los
elementos de C'(t) son incomparables con todos los miembros de A(t) y de él
se tomara necesariamente el nimero de elementos posible para no exceder el
tamano fijo m del conjunto A(t) (mediante la funcién extrae).
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Finalmente, si el conjunto A, llegase a contener un elemento no 6ptimo, la
irreducibidad de la cadena de Markov asegura que todos los elementos mini-
males seran generados en tiempo finito eliminando asi aquellos elementos no
6ptimos que pudieran haber ingresado al conjunto A;. m

El Algoritmo 2 tiene dos detalles a discutir:

1. El proceso Si de la linea 11 deberia aparecer como la parte si no del
proceso Si de la linea 10:

El conjunto D, contiene a todos aquellos elementos de A(t) a los cuales
b domina. Si Dy, # O quiere decir que existen elementos en A(t) a los
cuales b domina, pero no solo eso puesto que al haber elementos domi-
nados por b en el conjunto A(t), se concluye inmediatamente que b no
puede ser dominado por algin elemento de A(t). Esto se debe a que
la relacion de dominancia es transitiva y por construccion el conjun-
to A(t) es una anticadena (todos sus elementos son incomparables):
supongamos que existen z,y € A(t) tales que © < by b < y, tenemos
entonces que x < y, una contradiccion.

De esta manera, el llevar a cabo siempre ambas lineas 10 y 11 es in-
necesario e implica desde un punto de vista practico, demasiado trabajo
extra.

En [44] Rudolph presenta nuevamente este algoritmo con este detalle
corregido.

2. Asumiendo que la matriz de transiciéon que representa el algoritmo es
irreducible, un elemento éptimo b* puede ser generado varias veces en
tiempo finito, pero es posible perderlo varias veces también pues en
el caso de que Dy = @, es decir, que no domine a ningin elemento
de A(t), se colocard en el conjunto C'(¢ + 1). En tal caso no se tiene
la seguridad de que b* entre en el conjunto A(t + 1) y de hecho si
|A(t+1)| = m, b* no entrard atin habiendo elementos no éptimos pero
incomparables con b*.

Dado lo anterior, a continuaciéon propongo el Algorimo I que corrige el
primer detalle antes mencionado. Sin embargo, al tratar de mejorar el segun-
do se sacrifica la convergencia al frente de Pareto:
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15)
16)

B(0) es
A(0)
t=0

repetir
B(t + 1) = genera(B(t))
B (t+1) = M (B(t+1), %)
Ct+1)=0
para_cada b € B*(t)
={a e A(t): f(b) < f(a)}
si D(, # () entonces A(t) < (A(t) \ Dy) U {b}
si no: siVa € A(t) : f(a)||f(b) entonces C(t+ 1) < C(t+ 1)U {b}
fin de para_cada
k =min{m, |A(t) U C(t + 1)|}
At +1) = extrae(k, A(t) UC(t + 1))
b t+1

es enerado aleatoriamente a partir de S = B™

M;(B(0), =)

hasta Criterio de terminacién satisfecho

En este nuevo algoritmo la linea 11 es complementaria a la linea 10 cor-
rigiendo el detalle descrito anteriormente. Sin embargo, por otra parte, puesto
que se hace uso de la funcién extrae para obtener los mejores elementos de en-
tre los que se tienen hasta el momento (A(#)) y los recién obtenidos (C(t+1)),
la convergencia al frente de Pareto no puede ser asegurada:

= Por construccidn, el conjunto A(t) es una anticadena, es decir, tal con-

junto siempre constard de individuos incomparables.

Sin embargo, elementos 6ptimos pueden perderse a través de la funcion
extrae, pues aunque todo el conjunto conste de elementos 6ptimos (lo
cual se desconoce), algunos pueden perderse por posibles preferencias
de la funciéon, como mejor distribucién o mayor alcance. Aunque en
un momento dado el conjunto A(t) conste de elementos minimales, la
irreducibilidad de la matriz de transicion correspondiente asegura la
pérdida de alguno de ellos por los motivos antes mencionados. Este
tipo de problemas han sido discutidos por Hanne en [25].

A pesar de este detalle, este mecanismo se apega mucho mas a los algo-
ritmos implementados en la practica. Este punto se tocara nuevamente
en la siguiente seccién.
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Finalmente, en los casos de los Algoritmos 1 y 2, pudimos ver que la
matriz de transicién final que representa a la funcién genera() es el producto
de las tres matrices de transicién que describen los efectos estocasticos de
la cruza, la mutacién y la seleccion (P = CMS). De esta manera, para
saber si un algoritmo en cuestién converge o no, lo inico que hay que hacer
es comprobar si la matriz correspondiente cumple con la propiedad de ser
irreducible.

Cabe mencionar que algoritmos como MOGA [18], NPGA [28] y NSGA
[49], de primera generacién, pueden ser adaptados a este tipo de elitismo y
converger al frente de Pareto.

6.3.2. Elitismo u+ A

Los dos algoritmos restantes presentados por Rudolph & Agapie en [45]
se caracterizan por lo siguiente:

= Algoritmo 3. La poblacién externa ademas de almacenar a los elemen-
tos minimales encontrados a lo largo de todo el proceso evolutivo se usa
como el conjunto de padres para dar lugar a la poblacion siguiente. El
tamano de la poblacion externa puede variar hasta converger al nimero
de elementos minimales que existan en el espacio de bisqueda.

= Algoritmo 4. Igual que el caso anterior pero restringiendo el tamano
de la poblacién externa a un limite fijo.

Dadas las caracteristicas anteriores, puede verse que ambos algoritmos se
relacionan con el esquema de seleccién p + A, pero no corresponden en su
totalidad con él.

El Algoritmo 3 es el siguiente:

B(0) es generado aleatoriamente a partir de S = B™

)
(_)():Mf(B(O)aﬁ)

repetir

B(t+ 1) = genera(A(t))

At +1) = My(A(t) U B(t+ 1), =)
t+—t+1

hasta Criterio de terminacién satisfecho
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El Algoritmo 4 es el siguiente:

B(0) es generado aleatoriamente a partir de S = B"™
A(0) = My (B(0), <)
t=20
repetir
B(t+ 1) = genera(A(t))
B*(t+1) = Ms(B(t+1),=)
Ct+1)=0
para_cada b € B*(t)
Dy = {a € A(t) : f(b) < f(a)}
si Dy # O entonces A(t) < (A(t) \ Dy) U {b}
siVa € A(t): f(a)||f(b) entonces C(t+ 1) «+ C(t+1)U{b}
fin de para_cada
k =min{m — |A(t)|,|C(t+ 1)|}
A(t +1) = A(t)Uextrae(k, C(t + 1))
t«t+1
hasta Criterio de terminacién satisfecho

Como podemos ver, los algoritmos 3 y 4 son muy similares a los algorit-
mos 1y 2, pues la tinica diferencia es el argumento de la funcién genera, que
en este caso es el conjunto A(t) en lugar del conjunto B(¢). De esta manera,
las demostraciones de la convergencia al frente de Pareto de los algoritmos 3
y 4 son analogas a las presentadas para los algoritmos 1 y 2, respectivamente.
Sin embargo, en este caso la matriz de transicion correspondiente a ambos
algoritmos debe ser positiva, pues si fuese primitiva o irreducible, la conver-
gencia no estd asegurada: Supongamos que [ = 3, es decir, B=* = {0,1}%, y
que el conjunto f(B?) cumple que:

f(000) = f(110) = f(010) =  f(100)
s
f(oo1) =s  f(111) =s  f(101) =»  f(011)

Asi, f(000) y f(001) son elementos minimales. Ahora, supongamos que
A(t) = {110,111} para algin t > 0 y que la matriz de transicién que rep-
resenta a la funcién genera es irreducible o primitiva. Esto implica que sélo
puede invertir un bit a la vez en la poblacion, invertir un solo bit en un
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individuo o bien dejarlo intacto. En este caso, el conjunto B(t + 1) sélo
puede contener elementos del conjunto {010,011,100,101,110,111} por lo
que A(t+ 1) = A(t) = {110,111} en la siguiente iteracién. En este caso el
conjunto de elementos minimales es inalcanzable.

De lo anterior, podemos ver claramente que en los casos de los algoritmos
3 v 4 es necesaria la condicion de que la matriz de transicion sea positiva, es
decir, que en cada iteracion, la probabilidad de generar cualquier poblacion
(en particular un individuo determinado) sea estrictamente positiva.

Ahora bien, el Algoritmo 3 se relaciona con el esquema p + A pues a partir
de p individuos se generan \ y posteriormente, a partir de los i + A se elige
a los mejores elementos (los no dominados), los cuales fungiran como padres
en la siguiente iteracién. Sin embargo, claramente el conjunto de padres A(t)
no tiene el tamano fijo u, sino que la cardinalidad |A(¢)| del conjunto A(t)
variard hasta tomar el valor (en el limite) del nimero de elementos minimales
que existan en el espacio de busqueda.

El Algoritmo 4 estd ain mas relacionado con el esquema p + A pues fija
el tamano maximo de la poblacién de padres A(t) a una constante m. Si
consideramos que m = p, el Algoritmo 4 se asegura de que la poblacién de
padres no tenga mas de p elementos. Sin embargo, este algoritmo padece de
los mismos detalles que se discutieron para el Algoritmo 2.

Dado que ninguno de los dos algoritmos anteriores se apega completa-
mente al esquema de seleccién p + A, en [43] Rudolph presenta un algoritmo
que cumple tal condicién, lo llamaremos Algoritmo 5:
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B(0) es generado aleatoriamente a partir de S = B™
( ) = M;(B(0), %)
=0
repetlr
B(t+ 1) = genera(A(t))
B*(t+1) = M;(B(t+1),=x)
B(t+1)« B(t+1)\ B*(t+1)
Cit+1)=0
para _cada b € B*(¢)
Dy = {a € A(t) : f(b) < f(a)}
si Db 7£ %)
entonces A(t) < (A(t) \
si no: si Va € A(t) : f(a)||f
entonces C(t + 1)
fin de para_cada
k =min{m — [A@®)], |C(¢ + 1)[}
A(t +1) = A(t)Uextrae(k, C(t + 1))
k =min{m — |A(t)], |B*(( I}
)
(

Dy) U{b}, B*(t+ 1)« B*(t+ 1)\ {b}

(b)
Ct+1)U{b} ,B*(t+1)« B*(t+1)\ {b}

k
t+
A(t + 1) = A(t)Uextrae(k, B*(t + 1))
k =min{m — |A(¢)|,|B(t+ 1)|}
A(t +1) = A(t)Uextrae(k, B(t + 1))
t—t+1
hasta Criterio de terminacién satisfecho

Este algoritmo pierde la invariante de que el conjunto A(¢) es una an-
ticadena en cada iteracion, pues el mantener fijo su tamano trae consigo la
posibilidad de que entren elementos dominados a él. Sin embargo, la conver-
gencia puede demostrarse de manera similar a los algoritmos propuestos por
Rudolph antes descritos.

Por otra parte, el Algoritmo 5 sigue teniendo el detalle 2 que discutimos
anteriormente.

A continuacién propongo el Algoritmo II, que se apega al esquema de se-
leccién p+ A y que corrige el detalle que en el Algoritmo 5 sigue fallando:
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B(0) tal que |B(0)| = p, es generado aleatoriamente a partir de S = B™
()= ( (0), =)
=0
repetlr

B(t + 1) = genera(B(t)), |[B(t+1)| = A

B(t+1) = M (B(t + 1), %)

Ct+1)=0

para_cada b € B*(t)

={a c A(t) : f(b) < fla)}

) si D(, # () entonces A(t) < (A(t) \ Dy) U {b}
) sino:siVae€ A(t): f(a)||f(b) entonces C(t+ 1) <+ C(t+ 1) U {b}
) fin de para_cada
)k =min{y, [A(t) UC(t +1)[}
14) A(t + 1) =extrae(k, A(t) UC(t + 1))
15) si|A(t+1)| = 1 entonces B(t + 1) = A(t + 1)
16) sino B(t+ 1) = A(t + 1)Uextrae2(u — |A(t + 1)|, B(t) \ B*(t + 1))
15) t+t+1
Jhasta Criterio de terminacién satisfecho

Por construccion, el conjunto A; es una anticadena. La diferencia de este

algoritmo con el Algoritmo 3 es que, dado que el tamano de la poblacién de
padres debe ser siempre igual a p, se tienen dos casos posibles:

1.

De

Si |A(t+ 1)| > p, nos encontramos en el caso discutido anteriormente
para el Algoritmo 2 en el que algunos elementos 6ptimos pueden perder-
se a través de la funcién extrae.

Si |A(t +1)| < p, la poblacién de padres B(t + 1) debe completarse
escogiendo a los mejores elementos no minimales de la poblacion recién
generada, a través de algin mecanismo arbitrario representado por la
funcion extrae?2.

esta manera, en el mejor de los casos, es decir, el caso 1, la convergencia

nuevamente no puede asegurarse por las mismas razones que en el Algoritmo
2. Sin embargo, como en tal caso, el Algoritmo II representa la manera mas
comun de implementar el elitismo p + .
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Conclusiones y
Trabajo Futuro

En el presente trabajo de tesis se llevd a cabo un estudio tedrico princi-
palmente de la convergencia de los algoritmos evolutivos y, de manera muy
particular, de los Algoritmos Genéticos.

Se mostro la convergencia del AG Simple para posteriormente estudiar
la complejidad de estimar el tiempo esperado de convergencia de dicho al-
goritmo. Respecto a este punto, pudimos ver que aunque el modelo tedrico
es correcto, resulta muy complicado obtener una expresiéon en términos de
los parametros del AG, que acote el nimero de iteraciones necesarias para
alcanzar el éptimo. La dificultad se debe a las dimensiones de la matriz de
transicién correspondiente al proceso evolutivo la cual, conforme aumenta
el valor de los parametros, crece exponencialmente. Esto significa que para
poder predecir el comportamiento del algoritmo, se hace necesario conocer
la matriz correspondiente, lo cual en un caso real resulta en un proceso muy
costoso. En este caso, definitivamente la alternativa es usar otro tipo de her-
ramientas teéricas para modelar el AG que no requieran tanto conocimiento
a priori para poder predecir algunos aspectos de su comportamiento.

Por otra parte, se dio una breve introduccién a los Algoritmos Evolutivos
Multiobjetivo (AEMO), clasificindolos de acuerdo a si usan algin mecanis-
mo de elitismo o no, siendo de primera generacién los que no lo usan y de
segunda los que si. Posteriormente, se estudiaron algunos modelos teéricos de
algoritmos de ambas generaciones para concluir cuales y bajo qué condiciones
convergen al frente de Pareto.

Como pudimos ver, los AEMOS’s de primera generacion, es decir, aquellos
que no usan ninglin mecanismo de elitismo, no convergen al frente de Pareto.
Al menos no lo hacen si la convergencia esta condicionada a que todos los
miembros de la poblaciéon sean 6ptimos de Pareto. De esta manera, lo que
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resulta interesante estudiar de estos algoritmos es, si bien no convergen al
frente de Pareto, ;cudntos elementos de la poblacién logran ser 6ptimos?, es
decir, ;qué porcentaje de la poblacién llega al frente de Pareto?, jcudl es el
tiempo esperado para obtener la primera solucion éptima? En este sentido,
se propone que lo que corresponde es estudiar la dinamica poblacional, es
decir, de qué manera los mecanismos de comparticion de aptitud usados por
los algoritmos de esta generacion, afectan la distribucién de los individuos a
lo largo del proceso evolutivo ya que su fin es la dispersion de éstos a lo largo
del frente de Pareto.

Respecto a los AEMOS’s de segunda generacion, pudimos ver que en
general el uso de una poblacién externa en la que se almacenen los elemen-
tos minimales encontrados durante el proceso, asegura la convergencia de
esta ultima al frente de Pareto, bajo ciertos procesos de actualizacién. En
este sentido, es muy interesante analizar hasta qué punto tales procesos de
actualizacion se asemejan a los implementados en la practica y determinar
entonces en qué casos la convergencia se preserva. Tal es el caso del Algorit-
mo I propuesto en el Capitulo 6 que intenta modelar el proceso mas comin
de actualizacion de la poblacion externa y cuya convergencia al frente de
Pareto, sin embargo, no puede asegurarse.

En el caso de los AEMO’s que usan el esquema de seleccion p+ A como
mecanismo elitista, se mostraron cinco algoritmos propuestos por Rudolph
[45, 43] de los cuales sélo uno se apega a tal esquema y cuya convergencia
estd asegurada. Sin embargo, en este caso nuevamente nos encontramos ante
la situacién de que tales modelos no representan aquellos algoritmos que en la
practica son usados para implementar tal forma de elitismo. De tal manera,
se propuso el Algoritmo IT cuyo mecanismo de elitismo es muy similar a los
que comunmente implementan el esquema de seleccién p + A. Sin embargo,
como en el caso del Algoritmo I, la convergencia no puede ser asegurada.

Asi pues, en el campo de los Algoritmos Evolutivos en general, ain quedan
varias preguntas de caracter teorico por responder, ademas de que como se
menciond en la introduccién de este trabajo, los modelos estudiados estan
basados en Cadenas de Markov principalmente, de manera que es posible
utilizar herramientas distintas mediante las cuales el modelado pueda resultar
mas simple o posiblemente pueda dar lugar a conclusiones mas utiles en la
practica.
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